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Cursus Algebra

door

L.C.A. van Leeuwen

I. Definitie van een groep en voorbeelden.

Het basis-begrip voor de groepentheorie is het begrip verzameling, dat
we hier niet zullen definiéren. De objecten, die een gegeven verzame-
ling bepalen, heten de elementen van die verzameling. Verzamelingen
worden met hoofdletters aangeduid, hun elementen met kleine letters,

Voor de volgende verzamelingen gebruiken we speciale letters:

7 1s de verzameling van gehele getallen;
Q 1is de verzameling van rationale getallen;

R is de verzameling van regle getalien.

Als x een element is van A, dan noteren we dit met x € A (lees: x be-
hoort tot A). Als x niet tot de verzameling A behoort, schrijven we:

x ¢ A,

De verzameling A heet een deelverzameling van de verzameling S als

a € A impliceert a ¢ S. We noteren dit door A £ S (lees: A is bevat in
s). '
Als S een gegeven verzameling is, dan gebruiken we de notatie:
A=1{aes | Pla)} voor:

A is de verzameling van alle elementen in S waarvoor de eigenschap P
geldt. Bezit geen element a € S de eigenschap P, dan is

A={a eS| Pla)} de zg. lege verzameling, aangeduid door f.

De vereniging van de twee verzamelingen A en B (notatie: A u B) defini-~

eren we door:

AuB=1{x| x € Aof x e B},

Syll. zC 86,.afl. 1!



De doorsnede van de twee verzamelingen A en B, geschreven als A n B, is

per definitie
AnB={x| x € Aenx e B}.

Nog een constructie van een verzameling uit twee gegeven verzamelingen
is het Cartesisch product.
Laat A en B twee verzamelingen zijn., Het Cartesisch product ven A en B

is de verzameling
AxB={(x,y) | x € Aenye B}

Dus A x B is de verzameling van alle geordende paren (x,y) met x € A en
y € B, Het paar (x1,y1) is gelijk aan het paar (xa,ye) dan en slechts
dan als'x1 = X, eny, =Y,

Als S een willekeurige verzameling is, noemen we een afbeelding van

S X 8 in 5 een binaire bewerking (operatie) op S. Als T: S x S > S een
binaire operatie is, dan voegt T aan elk geordend tweetal elementen
X,y € S één derde element (x,y)T € S toe.

Na deze voorbereidingen kunnen we nu de definitie van een groep geven.

Definitie 1.1. Laat G een niet-lege verzameling zijn en T een binaire

operatie op G, d.w.z2. T: G X G > G. We noteren het element (asb)T door
a * b. De verzameling:G met de operatie * heet een groep als voldaan is

aan de volgende axioma's:
(1) * is associatief, d.w.z., a * (b*c) = (a*b) * c voor alle a,b,c € G.

(2) er is een element e € G zodat a *x e = e * 5 = g voor alle a € G

(het bestaan van een neutraal element in G).

(3) voor iedere a € G bestaat er een element a ¢ G, zodat geldt:
a*a=2a%a= e (het bestaan van een inverse & voor iedere a in
G).

Geldt voor een verzameling V dat a * b € V voor alle a,b € V en een
operatie *, op V gedefinieerd, dan noemt men V gesloten onder *. Iedere
verzameling iS gesloten met betrekking tot een binaire operatie, die er

op is gedefinieerd. Dus als G een groep is met de operatie *, dan is G

P



gesloten onder de operatie *.
Is, behalve aan (1), (2), (3) nog voldaan aan

% is commutatief: a * b = b * a voor alle a,b € G,

dan noemt men G met de operatie * een commutatieve (of abelse) groep.
Om een groep te defini&ren, kunnen we met minder volstaan dan de eisen
(1), (2) en (3), Het is nl. voldoende om i.p.v. (2) en (3) het bestaan

van een links-neutraal element resp. links-inverse te eisen:
(2') er is een element e, zodat e * a = a voor alle a € G,
(3') pij elke a is er een 2 € G, zodat a * a = e.

Men kan nu aantonen, dat uit (1), (2') en (3') volgt dat e ook rechts-
neutraal element is (a*e=a) en dat & rechts-inverse is (a*a=e), zodat

(1), (2) en (3) volgen. Omgekeerd impliceert het stelsel (1), (2), (3)
natuurlijk dat (1), (2'), (3') geldig is. Men noemt de axiomastelsels

(1), (2), (3) en (1), (2'), (3') gelijkwaardig.

Als de bewerking * wordt vervangen door +, spreekt men over een addi-

Eigxg groep. Het neutrale element e wordt dan vervangen door O en heet

nul-element:

a+0=0+a=a; a vervangt men door -a:

a+ (-a) = (-a) + a = 0.

In het geval dat * vervangen wordt door °, spreekt men over een multi-

plicatieve groep. Men heeft:

=1
a *e=¢e* a=3a voor alle a € G en men vervangt a door a :

Vele auteurs laten, bij multiplicatieve groepen, ook het bewerkingteken

weg:

(ab)e = a(be)



Als het duidelijk is, welke de groeps-operatie is, spreekt men over de

groep G i.p.v. de groep G met de operatie *,

Voorbeelden.

1.

Z, Q en R vormen additieve groepen t.o.v. de gewone optelling. De~

zZe groepen zijn abels.

De verzamelingen Q \ {0}, R \ {0} vormen multiplicatieve groepen

t.o.v. de gewone vermenigvuldiging. Ook deze groepen zijn abels.

Laat x € R \ {0}. Beschouw de functies
£f.(x) =x, f (x)'=-l £ (x) = -x, £ (x) = -+
1 > 2 x® 73 > Tl X

met definitie-gebied R - {0}. T.o.v. de operatie

(fi*fk)(x) = fi(fk(x)) voor 1 < i, k ;zhfvormen dezéAfuncties een
commutatieve groep met 4 elementen. Bij een eindige groep noemt
men het aantal elementen de orde van de groep. Bovenstaande groep

is dus een groep van de orde U,

Een ander voorbeeld van een comm. groep van de orde .4 is het vol-
gende,

Beschouw van eén vierkant de 4 rotaties do, dn/e’ dTr en d3w/2 om
het centrum over resp. 0, /2, 7™ en 37/2, die het vierkant in zich
zelf overvoeren. _

Voor déze verzameling is de groepsoperatie "het na elkaar uitvoeren

van de rotaties", bijv.

dﬂ/2 * dn = d3ﬁ/2, d3"/2 * d7r = dﬂ/e ete.
Men heeft, als we dﬂ/2 voorstellen door d:
d =d, d = d2 d = d3 d, = dh
w/2 " T twm T T Sap/o L IR

Beschouw de functies

£(x) = x, £5(x) = %, £5(x) = 1ox,

x-1 o o
fh(x) —;71~f5(x) =T en f6(x) =



met definitie-gebied R \ {0,1}.
De groepsoperatie is dezelfde als in voorbeeld 3. T.o.v. deze ope-~
ratie vormen de functies een niet-abelse groep van de orde 6. Men

heeft bijv.

(£,08) (x) = £,(£5(x)) = £,(5=) = 1-x = £,(x)
en
(£go7,)(x) = £4(2,(x)) = £6(1) = =p7= = X5 = £.(x).

(o] z [+]
Dus f2 f6 f6 f

Laat k een vast geheel getal zijn. Dan is Z

2.
K = {n|l nez;n=xk
voud} een groep t.o.v. de -gewone optelling van gehele getallen.

Definitie. Laat n > 0 een vast geheel getal zijn. We definiéren

a £ b mod n voor a,b € Z als n / a - b. Lees voor "a £ b mod n":

a is congruent met b modulo n. De relatie heet congruentie modulo
n. Bijv. 41 = 3 mod 19, -9 = 21 mod 10 enz.

De congruentie-relatie (modulo n) heeft de volgende eigenschappen!

a) Congruentie modulo n bepaalt een equivalentie-relatie op de
verzameling Z.

b) Deze equivalentie-relatie heeft n verschillende equivalentie-

klassen. !

¢) Alsa=bmodnenc:=d4dmodn, dan is a+ ¢ = b + d med n en

ac = bd mod n.

Eigenschap a) is direct duidelijk. Geef de equivalentie-klasse,
waartoe a behoort, aan door [al., Dus, voor b ¢ Z, geldt

b € [a] «> b = a mod n. Volgens de delingsalgorithme geldt voor

een willekeurige c ¢ Z dat ¢ = kn + r met 0 < r < n. Dus ¢ € [r]

en [e] = [r]. Er zijn dus ten hoogste n verschillende congruentie-
klassen nl. [0], [1], ..., [n=1]. Deze zijn echter 2 aan 2 verschil-
lend, want als Di] = [j] met bijv. 0 < i < j <n, den is n / (j-i),
terwijl 0 < j-i < n, hetgeen onmogelijk is. Dus zijn er precies n
verschillende congruentie-klassen [01, [1], ..., [n-11.

Om c) te bewijze, stellen we dat a = b mod n en ¢ = d mod n, dus

n/ (a-b) en n / (c-d). Hieruit volgt n / {(a-b) + (c-d)} of



7.

n / {(atc) - (b+d)}. Dan geldt a + ¢ = b + d mod n. Ook is

n / {(a~b)e + (c-d)b} of n / (ac-bd), zodat ac = bd mod n.

Laat J = {Lol, [11, ...y [n=-11}. Voor [il, [j] € J definieert
men: [i] + [j] = [i+j]. Deze "optelling" van congruentie-klassen
is zinvol, want als [i]l = [i'] en [j1 = [j'], dan is i = i' mod n
en j = j' modn, dus 1 + jJ = 1" + j' mod n of [i+j] = [i'+j']. Er
volgt [i] + [j] = [i+j] = [i'+j'] =L[i'J + [5'1.

Jn heet de verzameling van gehele getalleh mod n. T.o.v. de juist
gedefinieerde operatie vormt deze verzameling een commutatieve

groep van de orde n.

Een permutatie van een verzameling A is een 1-1-afbeelding van A

op zichzelf. Is A eindig, bijv. A = {a1, Bos vees an}, dan noteert

. _ X N a, aé"... aﬁ
men een permutatie P van A door: P = a. & . » waarbij
l'l i2 ' Aln
a; > a; ete., i1, cens in doorlopen de getallen 1, ..., n. Men

1
kan de a weglaten en A opvatten als verzameling {1, 2, ..., n},

zodat P = (? 2 .. ). Bijv. A = {1, 2, 3, 4}, dan is
135 eee
123h . , .
P = (3 1L 2) een permutatie van A. Het aantal verschillende per-

mutaties van (1,2,...,n) is n! .

Permutaties kan men "samenstellen", hetgeen we toelichten aan de

hand van een voorbeeld. Met P, ° P, wordt bedoeld: pas eerst P2

2 1
toe en op het resultaat P,. Bijv. A = {1, 2, 3, 4, 5},
_(123Lks _(123k4s : . = (12345
P1=(s3h 2 Pa=(375))sdamnis PyePr=(), 3,7,

Men kan aantonen, dat de permutaties van n elementen t.o.v. deze
operatie ° van het samenstellen een groep vormen, de Z.g. Symme-
trische groep Sn van de orde n! Het neutrale element van Sn is de
identieke permutatie, die ieder element invariant laat. S, isg
commutatief voor n < 2 (voor n = 1 bestaat de groep alleen uit het
neutrale element) en niet-commutatief voor n > 2. In bovenstaand

12345

voorbeeld geldt: P] o P2 = (h 2531

), dus P,° P, # P oP,

&



Uit twee gegeven groepen A en B kan men als volgt een nieuwe groep
vormen:
De geordende paren (a,b), a € A, b € B zijn de elementen van een

groep, als we de groepsoperatie * definiéren door

(a,5b,) * (ay,b,) = (a .8, b ob,),

waarin , de operatie is in de groep A en ° de operatie in de groep
B. De nieuwe groep heet het direkte product van A en B. Merk op
dat de verzameling, waarop het direkte product is gedefinieerd,
het Cartesisch product van de verzamelingen A en B is. Met wegla-
ten van de groepsoperatie wordt het direkte product van de groepen
A en B aangegeven door A x B, A x B is een commutatieve groep dan
en slechts dan als zowel A als B commutatieve groepen zijn. Als A
en B eindig zijn met orden p resp. q, dan is A x B ook eindig en

de orde van A x B is pq.



IT. - Elementaire gevolgen van de definitie van een groep.

Stelling 2.1. In iedere groep G bestaat één en precies &én element e

zodat a*e = e*a = a voor alle a ¢ G.
‘Bewijs. Dat er zo'n element e is in G volgt uit de definitie van een
groep. Stel nu e en e' zijn neutrale elementen in G, dan is
e'xe = e' en e'xe = e, dus e = e',

Stelling 2.2. G is een groep en a,b,c € G. Dan geldt:

a*b = gkg => D = ¢ en b*a = c*a == b = ¢
(vereenvoudigingswet).
Bewijs. Als axb = a*c, dan is & * (as) = & * (a*c) of
(d%a) * b = (a*a) * ¢ of e¥b = exc i.e. b = c.
Evenzo b*a = cxa == (b*a) * a = (c*a) % & == b * (arg) =
= ¢ * (a*a) == Db*e = c*e i.e. b = c.

Stelling 2.3. Als a ¢ G, G een groep, dan is er precies &8n element

8 € G zodat a*a = axa = e.

Bewijs. Stel b*a = c*a = e en a*b = a*c = e voor a,b,c € G. Dan geldt,
volgens St.2.2, b = c¢. Volgens de definitie van een groep
voldoet & aan a*x = x*a = e, Dus @ is het enige element in G
dat voldoet.

Gevolg 2.4, (i) Als a ¢ G, dan is (a) = a

(1i) Als a,b € G, den is a*b = bxa.

Bewijs. (i) Het element (&) is het enige element in G dat voldoet

e(st.2.3).

-3 st 4
axa = e, Dus (a

]

88N axx = x*a
Ook geldt axa

(ii) Het bewijs van (ii) verloopt analoog.

)"1

= a.

Opmerking. Voor multiplicatieve groepen heeft men dus (a.-1)"1 = a3
voor additieve groepen geldt ~(-a) = a (iedere a ¢ G).
Evenzo heeft men voor mult. resp. add. groepen:

(ea,b)-1 =1p g resp, ~(a+b) = (-a) + (~b).

Syll. ZC 86, afl.2
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Er zijn vele andere mogelijke, logisch equivalente, definities van een
groep.
De nu volgende stelling geeft zo'n alternatief.

Stelling 2.5. Laat G een niet-lege verzameling zijn en © een binaire

operatie op G die voldoet aan
a) a ° (bec) = (a°b) ° c voor alle a,b,c € G.

b heeft een oplossing in G voor

b) de vergelijking acx
alle a,b € G.

¢) de vergelijking yea
alle a,b € G.

b heeft een oplossing in G voor

Dan is G met de operatie ° een groep en iedere groep G met operatie °

voldoet aan a), b) en c).

Bewijs. Om st. 2.5 te bewijzen moet men asntonen dat het axioma=-stelsel
a)y, b), ¢) gelijkwaardig is met het stelsel 1), 2), 3) van
‘definitie 1.1. Stel a), b) en c) zijn geldig. Wegens a) = 1) .
is aan 1) voldaan. Nu heeft y°a = a een oplossing bijv.
¥y = e, dus eca = a, Kies b willekeurig in G. De vergelijking
a°x = b heeft een oplossing, bijv. x, € G. Dan is

1

ecb = e o (aox,) = (eca) o x. = aox, = b voor iedere b € G.
1 1 1

Ock de vergelijking acx = a heeft een oplossing bijv.
1 dus ace, = a. Kies b' willekeurig in G. De vergelijking
yea = b' heeft een oplossing, bijv. Yq € G. Dan is

X = e

'b'°e1 = (y1°a) ce =y, ° (a°e1) = V408 = b' voor iedere
b' € G.

Kies nub = e, en b' = e:==§e°e1 = e, en ece,
Hieruit volgt e = e zodet ecb = boe = b voor iedere b ¢ G.

= e.

Dus aan 2) is voldaan.

Stel nu acx = e heeft oplossing x, en yca = e heeft oplossing

1
y1. Dan VOlgt: y] = y1°e = y',] o (a°x1) = (y]oa) o x1 = @ox

I
»

17 %1
Dus, bij gegeven a € G, is er een element & zodat acd = gdog

i
0]

Aan 3) is voldaan.
Omgekeerd, neem aan dat 1), 2) en 3) geldig zijn. Aan a) is vol-
daan. De vergelijking acx = b heeft als oplossing x = &g¢b, want

a o (dob) = (acd) o b = ech = b; Evenzo heeft de vergelijking
yea = b als oplossing y = bod. Dus aan b) en c¢) is voldaan. Hier-

mee is de stelling bewezen.
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Veronderstel weer: G met de operatie o is een groep. Dan is voldaan
asan b) en c) van stelling 2.5. Men kan nu bewijzen, dat de vergelij~
kingen a°x = b en yca = b eenduidig bepaalde oplossingen hebben.

Het element & ° b voldoet asen a°x = b Stel nu dat er nog een element
X' € G is zodat acx' = b. Dan is acx' = a o (@ob), dus x' = acb (ver-
eenvoudigingswet). Evenzo bewijst men dat y = bes het enige element
in G is, dat voldoet aan yca = b,

Als G een eindige groep is met bijv. n elementen, dan kan men de n2
uitkomsten, die men verkrijgt door alle "producten" a ° b(a,b € G)
te bepalen, opschrijven in een tabel, de z.g. vermenigvuldigingstabel.
Deze tabel wordt gemaskt door de elementen van G, bijv. a1,a2,..,,an,
in dezelfde volgorde verticaal en horizontaal te noteren. Op de }
(i,j)®-plaats in het schema, d.w.z. het snijpunt van de i% rij en i€
kolom staat het element a. ° aj(1 £isgn, 1<j<n).

In een vermenigvuldigingstabel van een groep G komt ieder element uit

|
?

stel bijv. dat het element b ¢ G twee keer voorkomt in de kolom van

G precies é&n keer voor in iedere rij en in iedere kolom. Immers

ai. Dan zijn er elementen aj, ak 1? G met aj + a en zodat
8,08, = & ca, = b. Maar de vergelijking x°a, = b heeft slechts één
oplossing in G, dus b komt slechts &&n keer voor.

Voorbeeld. G = S_ met elementen

3
_ 123 - 123 = 123 - 123 - 123
a1 = (1230 8, = (373)s a3 = (50), & = (357), a5 = (537) en
Co123y .
ag — (312) (zie voorbeeld T in §1).
De vermenigvuldigingstabel voor 83 is:
0 a1 a2 a3 ah a5 a6
&, 8 8 8y 8 8 &
ay 8 8, & 8 8 @&
a3 a8y & &, 8 &, a8
8, @, &8 & & a; a,
a; 85 8, & & & &,
8, 8 ¥ 8, @& 8, 8 -

#n

i
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Een eindige groep G is commutatief dan en slechts dan als de corres—
ponderende tabel symmetrisch is t.o.v. de hoofddiagonaal. Zoals we
reeds gezien hebben is 83 niet commutatief.

Men kan aasntonen dat alle groepen met minder dan 6 elementen commuta-
tief zijn. Dus een niet-commutatieve groep moet noodzakelijk 6 of
meer elementen bevatten. Het bewijs hiervan kan reeds nu gegeven worden,
maar volgt later gemakkelijker uit dan verkregen hulpmiddelen.

Laat n > 6 een gegeven natuurlijk getal zijn. Bestaat er een niet-
commutatieve groep van de orde n? Het antwoord is dat niet voor iedere
n > 6 een dergelijke groep bestaat. Bijv.: elke groep van de orde 7,
van de orde 9 enz. is abels.

Veronderstel dat A een eindige verzameling is met n elementen (n > 2).
Men kan een tabel maken volgens het schema van de vermenigvuldigings-
tabel, zodat in iedere rij en in iedere kolom van deze tabel precies
4én element van A voorkomt. Is dit dan een verm. tabel of m.a.w. heeft
men op A een groepsstructuur gedefinieerd? Aan b) en c) van stelling
2.5 is voldasan. De associatieve wet is in het algemeen echter niet
geldig, zodat aan a) niet voldaan behoeft ﬁe zijn. Dus de verkregen

tabel is in het algemeen geen verm. tabel.

Voorbeeld: n = 3

0 a, a2 a3 Elke groep van de orde 3 is abels, zodat
a1 a2 a3 a1 de verm. tabel symmetrisch is t.o.v. de
a, a, ay a3 hoofddiagonasal.
a3 a3 a, e Nevenstaande tabel is dus geen groeps-
tabel.
Men heeft bijv.: (az)a =g =g ena (a.a.) =a_a, =a_.
3’72 2 2 3"7372 371 3

(a.a ), geen associativiteit.

2
Dus (a )a2 S a,(aza,

3
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III. Ondergroepen

Definitie 3.1. Laat (G,*) een groep zijn en H S G een niet-lege deel~

verzameling van G. Het paar (H,*) (beperking ven * tot H) heet een
ondergroep van (G,*), als (H,*) zelf een groep is.

Het is gemakkelijk in te zien dat iedere groep G temminste twee onder-
groepen heeft: de groep G zelf en de ondergroep bestaande uit é8n ele-
ment, het neutrale element. Als H ondergroep is van G, maar H # G,
d.w.z. H c G, dan heet H echte ondergroep van G. De groep G zelf en het

neutrale element in G heten triviale ondergroepen van G,

Stelling 3.2. G is een groep en H is ondergroep van G.
Dan geldt:

a) het neutrale element van H is het neutrale element van G.

T . 3 o -1 % .
b) als a € Hen a is de inverse van a in G, dan a ¢ H en a is de

inverse van a in H.
Bewijs a) Als e het neutrale element in G is en e' dat van H, dan is
« . » Ny -t
e' * e' =e' in H en dus in G, Dus in G geldt: e" * (e'*e') = a" % e'= e

of (e™e') * e

e, zodat exe' = e of e! = e,

b) Stel a € H en b is de inverse van a in H. Dan is a*b = e,
het neutrale element van zowel H als G. (a)). Dus in G geldt: a*b = a*a,
zodat b = a en & e H. Vaak ontstaat het probleem om te bepalen of een
deelverzameling van elementen van een groep een ondergroep is t.o.v. de
groepsoperatie, In het algemeen moeten dus de groepsaxioma's onderzocht
worden voor de betreffende deelverzameling. Omdat de elementen van de
deelverzameling elementen van de groep zijn, is de associatieve wet
sutomatisch geldig. Men behoeft slechts het "gesloten zijn" d.w.z.
a*b € H voor alle a,b ¢ H aan te tonen en men moet aantonen dat a ¢ H
voor iedere a € H.
Als aan beide condities is voldaan, volght direct, voor a e H, dat
a2 ¢ H en dus a*a = e ¢ H. De voorwaarden zijn dus voldoende opdat H
ondergroep is. Dat ze nodig zijn, is triviaal.

Men kan beide voorwaarden samenvatten in één enkele:

Syll. 7C 86, afl. 3

&
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Stelling 3.3. H is een niet=lege deelverzameling van een groep G. Dan

is H een ondergroep van G dan en slechts dan als a,b € H=>a*b ¢ H

voor ieder paar a,b € H.

Bevijs. Stel H is ondergroep van G. Dan volgt uit a,b € H dat Y e H,

dus a*b e H.

Omgekeerd, stel dat uit a,b € H volgt dat a*b € H, We tonen aan dat

de groepsaxioma's gelden voor H,

1) H bevat e, het neutrale elgment van G. Want, omdat H # @, is er een
element a € H. Volgens ondérstelling, met b = a, volgt a*a = e € H,

2) Voor iedere a € H geldt a ¢ H, Want e ¢ H (1)), dus voor iedere
a ¢ H volgt eva = @ € H.

3) H.is gesloten t.o.v. de binaire operatie in G, d.w.z. de binaire
operatie van G, beperkt tot H, is een binaire operatie in H. Stel n.l.
a,b € H. Dan is b € H (2)), dus, volgens onderstelling, ax(b) € H,
d.w.z. axb € H, Omdat de associatieve wet geldt in H, is H een groep.

Hiermee is de stelling bewezen.

Voorbeelden 1) De verzameling van even getallen is een ondergroep van
de additieve groep van alle gehele getallen. Want, als a en b even
zijn, dan is a-b een even geheel getal.

2) Laat Z6 de groep zijn van gehele getallen mod 6. De ondergroepen
van 7. zijn: E = {[01}, A1 = {[o], [23, [kL1}, A, = {[ol, [31} en

A3 = Z6°

3) E,
cobrdinaten, d.w.z. B, = {(x,y)|xsy € R}. Stel D), is de volgende ver=-

is de verzameling van punten in het vlak met Cartesische

zameling van permutaties van E2:
d. = e (identieke functie): (x,y) - (x,y)
4 /p¢ (xyy) » (=y,x)

2 (x,5) > (=x,~y)

d3,n,/2: (XQY) > (y9_x)

v : (x,y) > (=x,y) (spiegeling in Y-as)

h : (x,y) > (x,~y) (spiegeling in X=as)

d, (x,y) » (y,x) (spiegeling in y = x)

4 : (x,y) > (=y,=x) (spiegeling in y = =x).
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Deze verzameling transformaties kan beschouwd worden als de verzame-
ling van alle symmetrische bewegingen van een vierkant met middelpunt
in 0(0,0) en verticale en horizontale zijden.

De verzameling Dh met het samenstellen van bewegingen als operatie
(vgl. I, voorbeeld 4) is een groep, die de groep van symmetrien
van een vierkant wordt genoemd.

Du bevat 8 niet-triviale ondergroepen: A1 = {do’dn/e’dn’d3ﬂ/2}’

A = {do,dﬂ,v,h}, A3 = {do,dﬁ,d1,d2}, 4 = {do,dw}, AS = {do,d1},

A = {do,dg}, A7 = {do,h}, Ag = {do,v}.

Definitie 3.4. Het centrum ven een groep (G,*), aangeduid met C(G),

is de verzameling
c(g) = {c € G]c*x = x*c voor alle x € G}.

Dus C(G) bestaat uit die elementen van G; die met ieder element van
G commuteren. Bijv’., in de groep Dh geldt C(Dh) = {do,dﬂ} = Ah'

Men ziet direct in dat een groep (G,*) commutatief is dan en slechts
dan als C(G) = G.

Stelling 3.5. (C(G),*) is een ondergroep van (G,*) voor iedere groep
G.

Bewijs. C(G) # ¥, want het neutrale element e e€ G behoort tot C(G).

Stel a, b € C(G), dan geldt, per definitie, a*x = x*a en b*x = x*b

voor iedere x € G. Dus, voor een willekeurige x € G geldt:

(axb) * X =g % (P¥x) = a % (x*%) " = a * (bxx) "= a * (x%D) = (axx) * b

= (x*a) * b = x * (a*b), waaruit volgt a*b € C(G). Dus (C(G),*) is

ondergroep van (G,*) volgens st. 3.3,

is een verzameling ondergroepen van (G,*); de

Stelling 3.6. {Hi,*}ieI

index-verzameling I is willekeurig. Dan is (? Hi,*) ook een ondergroep.

Bewijs. Omdat de verzamelingen H, alle het neutrale element van (G,*)
bevatten, geldtca Hi # @. Stel dat a en b twee willekeurige elementen
zijn in{? H, . Dan geldt a,b ¢ H. voor iedere i ¢ I. (Hi,*) is onder=-

groep, dus a*b e Hi voor iedere i e I, zodat a¥b eG?I%:

&
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Dan is (rEHi,*) ondergroep van (G,*) volgens st. 3.3.

In het algemeen is het niet juist, dat ook (E)Hi’*) een ondergroep van (G,*)
is. Voor een tegenvoorbeeld kan men de ondergroepen A1 = {[0],[6]} en

A, = {f01,[L41,[8]} van de groep Z.5
De verzameling A, U A, = {fo1,C4]1,[61,[8]1} is geen ondergroep van Zyoe

van gehele getallen mod. 12 nemen,

Stelling 3.7. Laten (HT’*) en (Hg’*) ondergroepen zijn van de groep

(Gy*). Dan is (H1UH2,*) ook een ondergroep dan en slechts dan als

H E.H2 of H S.H

1 2 1°

1 gHz of H2 5H1., Kies a,b € H1UH2. Dan geldt

Bewijs. Stel dat H
a4b € H,] of a,b € H2. Omdat zowel H1 als H2 ondergroep is van G volgh

hieruit a*b e H, of arb e Hy, zodat a*b € H,UH,. Dus (HUH,,*) is

ondergroep van G. Omgekeerd, veronderstel dat H1 U H2 ondergroep is

van G. Neem aan dat H1 i_HZ en H2 i_HT. Dan zijn er elementen a ¢ H1,

a ¢ Hyenb e Hy, b ¢ H,. Als a*b ¢ H, dan zou volgen b = a *x (a%b) € H

2° 1 17

hetgeen niet juist is. Dus a*b ¢ H1, De mogelijkheid a*b € H2 zou
hetgeen eveneens niet juist is., Dus

o Omdet H1 u H2
ondergroep is, is dit een contradictie., Dus de aanname H1 i_Hz en

opleveren a = (a*b) * b ¢ Hy»

axb é H2. Dw.z. er geldt a,b ¢ H1UH2, maar a*b é H1UH

H2 $_H1 is onjuist, zodat H1 E-HE of H2 S-HT'

Definitie 3.8. (G,*) is een groep en H,K zijn niet-lege deelverzame-

lingen van G. Het product HK is per definitie de verzameling
HK = {h*k|heH, ,keK}.
Neem bijv. voor G de symmetrische groep S3. Laat H = {a1,a2} en

K = {a1,ah} zijn in S3 (zie het voorbeeld op pag. 10). Op grond van
de vermenigvuldigingstabel voor 83 geldt HK = {a1,ae,au,a5}. Omdat
a2*a2 = a
-

8.2 = 8.2 3.

HK is echter geen ondergroep van 83, want bijv, ah*a5 = ag % HK, dus

; en ah*ah = a8, het neutrale element van 83, geldt

€ Hen QL =8 ¢ K, dus H en K zijn ondergroepen van S

HK is niet gesloten t.o.v. *. Men heeft ook, uit de tabel,

KH = {a1,a2,au,a6} # HK. In het algemeen kan men nu bewijzen :

Stelling 3.9. HK is een ondergroep van (G,*) dan en slechts dam als

HK = KH voor ondergroepen H en K van G.

£
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Bewijs. Veronderstel eerst dat HK = KH, d.w.z. als h € Hen k € X

dan is h*k = k_ *h_ voor elementen k, € K, h. ¢ H (het is niet nodig

171 1 1
dat k. = k of h,=h is!). Omdat H en K ondergroepen zijn, is e ¢ H

en e € K, dus e = exe ¢ HK, zodat HK # ¢§ ., Stel a,b € HK, zodat

a = hxk en b = h1='<k1 voor geschikte keuze van h,h1 € Hen k,k1 € K,

Dan geldt axb = (hxk) (h1*k1)" =h * ((k*i’1) * 5’1). Omdat K gesloten

is onder *, is k*f1 ¢ K, dus (k*l?1) * E’1 e KH, Wegens KH = HK bestaan
R —

p) * By = bk,

€ HK. Volgens

er elementen h2 € Hen k2 € Ky die voldoen aan (k*-l?

Hieruit volgt dat a*b = h * (hy*ky) = (hxh,) * k

st.3.3. is HK dus ondergroep van (G,*).

2

Omgekeerd, als HK ondergroep is van G, dan geldt voor ieder paar

h e H, k € K dat n*k € HK en dus k*h = (h*K) e HK. Men heeft dus
KH c HK. Stel x is een willekeurig element in HK, dan is X € HK en
)7 = (hwk)”
van G. Dus volgt dat HK ¢ KH. De conclusie is dat HK = KH, waarmee

X = h*k. Dus x = (;c’ = K¥h ¢ KH, want K en H zijn ondergroepen
de stelling bewezen is.

Een belangrijk speciaal geval krijgt men als G een sbelse groep is.

In dat geval geldt voor ieder paar ondergroepen H en K van G, dat

HK = KH (de commuterende eigenschap geldt hier elementsgewijs).

Asn de voorwaarde van st. 3.9. is voldaan, zodat volgt:

Gevolg 3,10, Als H, X ondergroepen‘zijn van de abelse groep G, dan

is HK een ondergroep van G.
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IV Cyclische groepen en het isomorfie-begrip.

Definitie 4.1. (G,x) is een willekeurige groep en S is een niet-lege

deelverzameling van G.

Dat betekent het symbool (S):

(s) = n{H| S cH; (H,) is ondergroep van (Gyx) Y.

De verzameling (S) is niet leeg, want G zelf voldoet aan de voorwaar-
den, die aan H géételd Zijn.

Omdat S ¢ H and (8) = n H volgt dat S < (8).

Een direct gevolg van stelling 3.6 is dat ((S),*) een ondergroep is
vm(mﬂ.%)mﬁi@oﬁwg%p@mmdww@@mmt@wdeww
zameling S. |

Volgens definitie 4.1 geldt voor iedere ondergroep H van G, waarvoor
S_é H, dat (8) < H. Omdat ook S c (S) noemt men (S) wel de kleinste

ondergroep van G, die de verzameling S bevat. Het kan natuurlijk ge-
beuren dat (S) = G en in zo'n geval zelgt men, dat de groep G wordt
voortgebracht door de deelverzameling S. Bijv. de add.groep Z van de
gehele getallen wordt voortgebracht door de verzameling ZO van de on-
even gehele getallen.

Men kan (S) ook elementsgewijs beschrijven., Daartoe definiéren we:

-

S=1{a| aecs } Dan geldt

(8) = {a1 * Bokesoka l 815 e00s B €85 US; n geheel, 2 1 } .,

De verzemeling rechts bestaat dus uit alle eindige "producten", waar-
ven de factoren Of elementen ven S Of inversen van elementen van S zijn.
Geef dexe verzameling even asn met [S].

Een schets van het bewijs verloopt dan als volgt:

[S] is een ondergroep ven G met de eigenschep S c [S]. Omdat (S) de
kleinste ondergroep is, die S bevat, volgt hieruit (8) c [S]. De omge-
keerde inclusie wordt afgeleid uit het feit dat iedere ondergroep, die
de verzameling S bevat, ook noodzekelijk alle elementen ven [S] moet
bevatten. Dus [S] < n H = (S).

8yll., ZC 86, afl.h
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Een-belangrijk speciaal geval ontstaan als S uit &&n enkel element a

bestaat, Men noemt de ondergroep (a) dan de cyclische ondergroep met

voortbrengende a. De cyclische ondergroep (a) is dus de doorsnede van

alle ondergroepen die a bevatten of de kleinste ondergroep die a be~

vat. De elementen van (a) zijn eindige "producten" met factoren = a
of =2, Dus (a) = { a” | n e 2} . Hierbij is a® = a % & *... * &
>

(n keer) voor n = 1, & =ecenal= (&™) voor n > 1. Met volledige

Dt

v

induetie kan men bewijzen dat (&%) ' = ( voor n 2 1, Het is mogelijk
dat de groep G gelijk is aen &8&n van zijn cyclische ondergroepen, Q.w.z.
G = (a) voor 'n element a e G.

Definitie 4.2, G is een groep. Als er een element a € G is zodat

G = {ap | n e Z}, dan heet G een cyclische groep, voortgebracht door

a, en a heet een voortbrengende van G. We schrijven: G = (a).

Merk op, dat als G =v(a); ieder element g € G geschreven kan worden

in de vorm a" voor 'm geheel getal m.

Een cyclische groep kan verschillende voortbrgngenden hebben; men
heeft altijd (a) = (a).

In additieve schrijfwijze luidt de definitie:

G heet een cyclische groep, als er een element a € G is zodat
G={na|nezl

Bijv. Z met de optelling als operatie is een cyclische groep:

Z = (1) = (~1). Een ander voorbeeld ven een cyclische groep is de com~
mutatieve groep van 4 rotaties d., dﬂ/z, dTr en d3n/2 van een vierkant
om zijn centrum over resp, 0, m/2, m en 3n/2 (voorbeeld 4, §1). Hier is
dﬁ/2 een voortbrengende, dus G = (dw/2)° |
Cyclische groepen zijn commutatief, dus de symmetrische groep S3 bijv.
is niet cyclisch,

Er zijn eindige en oneindige cyclische groepen. De structuur van deze
beide soorten is volledig bekend d.w.z. we kunnen bekende groepen aan~
geven, zodat iedere cyclische groep in 1-1 verband gebracht kan worden
met een bekende groep en zodat de resp. binaire operaties corresponderen.
Een‘dergelijk verband noemt men een isomorfie.

Definitie 4.3. Twee groepen, (G,°) en (H,*), worden isomerf genoemd

als er een 1-1-duidige afbeelding f : G ~ H van G op H (bijectie) be~
staat zodenig dat voor alle a, b ¢ G geldt
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(a ° b)f = af * bf.

~

Men zegt ook dat G isomorf is met H en schrijft G = H. De afbeelding
f wordt een isomorfie genocemd.

Voorbeelden.,

1.z is de groep ven de gehele getallen en Z2 is de groep van de even
getallen (voorbeeld 6, §1), beide met de optelling als operatie.
Definider f : Z ~» z, door (n)f = 2n voor alle n € Z, Het is duide~
1ijk dat f een l1-1-afbeelding en een op-afbeelding is. Omdat
(a+b)f = 2(a+b) = 2a + 2b = (a)f + (b)f, is f een isomorfie en
Z = Z2.

2, De afbeelding ¢ : x > X voor iedere x € R definidert een isomorfie
van de additieve groep R van de reé€le getallen op de multiplicatieve
groep RT van de positieve re&le getallen. Immers, als (x)p = (y)¢,

dan 1is e* = ey, dus x = y, zodat ¢ een 1=1-afbeelding is., Als r € R+,

dan is (Inr) ¢ = et Y

op R". Tenslotte, voor x, y ¢ R geldt: (x+y) ¢ = XV = XY = (x6) (34).

=r, en lnr e R, Dus ¢ is een afbeelding

We bewijzen nu:

Stelling 4.4, Iedere cneindige cyclische groep is isomorf met de addi=-

tieve groep Z van de gehele getallen. Iedere cyclische groep ven de
orde n is isomorf met de additieve groep E; van de gehele getallen
medulo n.

Bewijs. Laat G een cyclische groep zijn met voortbrengende a, G = (a).
Dus G = { & | n e Z }. Als G oneindig is, dan zijn alle machten van a
verschillend, d.w.z. als h # k, dan is a x ak. Want stel ap = ék en
bijve h > k. Den is ap(ak)*'= ap(gﬁk = &K = e, het neutrale element
ven G, en h -~ k > 0. Laat m het kleinste positieve gehele getal zijn

zodat am = e, We beweren dat G dan alleen de verschillende elementen

e, a, a2, cens a1 2ou hebben. Want stel &" ¢ G, dan bestaan er,

volgens de delingsalgorithmus, gehele getallen g en r zodat n = mg +
+

met O < r <m. Dus & = a 4" = (a®)%%T = %’ = of met 0 £ r <m.

Dit zou betekenen, dat G eindig zou zijn. Dus alle machten van a zijn
verschillend. Defini8er nu de afbeelding ¢ : G > Z door (a")¢ = n voor
jedere & ¢ G. Als (&%) = (a")¢, dan is n =men a® = a", dus de af-

béelding is 1-1. Het is duidelijk dat ¢ een op-afbeelding is. Tenslotte

&
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is (a"a™)¢ = (ap+m)¢ =n+m=a)e+ (a), zodat ¢ de operatie op G

in tact laat. Dus ¢ is een iscmorfie.

Als G eindig is, kunnen niet alle positieve machten van de voortbrengende
& verschillend zijn,dus, voor positieve gehele getallen i en j met bijv.
i< j, moet gelden ai = aj. Evenals in het vorige geval is er dan een

kleinste positief geheel getal n zodat a® = e, Hieruit volgt dan:

G=1{e, a, a2,’..., gt -1 }. Want, als i en j nu twee verschillende niet-
negatleve gehele getallen kleiner dan n zijn, bijv. i < j, dan zou
al = aq impliceren dan ag -1 = e, in tegenspraak met de minimaliteit

van n. Dus de n elementen: e, 8, oos, an-"1 zijn alle verschillend.

Verder geldt, voor een willekeurig geheel getal k, dat k = gqn + r met

gehele getallen gen ren 0 £ r < n (delingsalgorithmus). Dus a# = ar
met O £ r <n en ieder element van G komt veor in het n-tal:
€, 8y eees &1, Definifer nu de afbeelding y: G - Z door (" )y = [i]

(zie voorbeeld 6, §1). Als al = aJ, dan is aan =

e, dus i=-J=an,

q geheel of 1 £ j mod n, zodat [i] = [j]. Omgekeerd velgt uit [i] = [J],
dat & = aJ. Dus % is 1~1. Merk op dat (e)y = (a )Y = [0]. Ock is ¢

een op-afbeelding. Bovendien is (a*ad)p = ( 1+J)w = [i+j] = [i1 + [j] =

(a )w + (a V. Dus ¢ is een isomorfie. Hiermee is de stelling bewezen.

Omdat isomorfie van groepen een equivalentierelatie is, kan men een ge~
geven verzameling van groepen verdelen in disjuncte deelverzamelingen
zodat elk 2~tal groepen in dezelfde deelverzameling isomorf zijn en
geen twee groepen in verschillende deelverzeamelingen isomorf zijn.

Bijv. beschouw de verzameling V van groepen van de orde 3. Men kan be=~
wijzen dat elk paar groepen van de orde 3 isomorf is. Men zegt ook wel:
er is slechts &&n groep van de orde 3, tot op isomorfie. In dit geval is
er dus &&n equivalentieklasse, Niet alle groepen van de orde 4 zijn
isomorf. Een cyclische groep van de orde 4 is isomorf met'ZL volgens
stelling 4.4, In voorbeeld 3, §1 hebben we echter een niet-cyclische
groep van de orde L4, Immers, fg =f, f§ = f, en fi = f
trale element, zodat geen van de elementen f2, f3,

brengt. Deze groep is dus niet cyclisch., Als representant van de equi-

1 f1 het neu~

fh de groep voort-

valentie~klasse van isomorfe groepen, waartoe deze groep behoort, neemt

men de z.g. vier-groep van Klein V:

&
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V=1{e, a, b, ¢ } met vermenigvuldigingstabel

e a b c
e e a b ¢
a a e o] b
b b c e a
c c b a e

De afbeelding ¢, gedefinieerd door

Ja =a, (f o =15, (f

(f1)a =e, (f 3

2

is een isomorfie van de groep in voorbeeld 3, §1 op de vier-groep van
Klein.
Men kan bewijzen dat er, tot op isomorfie, twee groepen van de orde k4

zijn. Dus elke groep van de orde 4 is Of isomorf met 2; Of met V.
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V. DNormealdeler en factorgroep.

Definitie 5.1. (G,*) is een groep en (H,*) is ondergroep van (Gyx).
Stel dat a,b ¢ G.
Dan is & = b mod H als a*b ¢ H (lees: a is congruent b modulo H).

Hulpstelling 5.2. De betrekking "a = b mod H" is een equivalentie-

relatie.

Bewijs. We moeten aantonen:
(1) a
(2) a

(3) azbmod Hy, b= ¢ mod §H ~—> & = ¢ mod H.

a mod Hj

i

& mod Hj

thi

b mod w——> b

11

8d(1): a = a mod H wegens a*a = e ¢ H, e neutrale element van G (st.3.2).

ed(2): stel a = b mod H, dus a*b € H. Nu is (a*xb) '= b * & (gevolg 2.4),

a mod H.

dus ook b*a € H, want H is ondergroep. Dan is b

ad(3): stel a = bmod H en b = ¢ mod H. Dan geldt a*b e H, b*c ¢ H,
dus (a*b) * (b*c) = & % (b*b) * 0= a4 e * & = ard e H, dus
8 = ¢ mod H,

Dus de congruentie mod H is een equivalentie-relatie.

I
o

AOpmerking. Als G =72 dé additieve groep van de gehéle getallen en

H= Zn de ondergroep van de n-vouden is (n 2 2), dan betekent de re-
latie & = b mod H voor a,b € G, dat a-b € H of dat & ~ b een n-voud

is (additieve notatie). Dit is de gewone getaltheoretische congruentie
modulo n (zie voorbeeld 6,§1). Dus, in het algemene geval, is congru-
entie modulo H een generalisatie van een bekende relatie in een bekende
groep. Een equivalentie-klasse met a ¢ G als representant bestaat uit

elle elementen x ¢ G waarvoor geldt a = x mod H of a*x ¢ H. Het is

duidelijk dat & * x = h(heH) —> X =g * h ——> x =1 g en 1 ¢ H.

Omgekeerd geldt voor een element y = h' » a (h'eH), dat §°= axh"?

Syll. zC 86, afl. 5
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dus a * §7= a * h" € H, zodat y tot de equivalentie-klasse mod H met
a als representant behoort. Met de notatie van definitie 3.8 kan men

deze klasse nu aangeven door Ha = {h * a|h e H}.

Definitie 5.3, Ha = {h =* alh e H} wordt een rechternevenklasse van H

in G genoemd.

Voor iedere a € G kan men de rechternevenklasse Ha van a in G vormen en
omdat Ha samenvalt met de equivalentie-klasse met a als representant,
geldt dus Ha = {x € G|a £ x mod H}. In het bijzonder geldt a € Ha

voor iedere a ¢ G. De equivalentie-klassen mod H, dit zijn de rechter-
nevenklassen Ha, bewerken een partitie van G in disjuncte deelverzame-
lingen. Hieruit volgt direct:

Twee rechternevenklassen van H in G vallen Of samen Of hebben geen
element gemeen. Men heeft: Ha valt samen met Hb (a,b € G) dan en
slechts dan als b ¢ Ha. Of ook: b € Ha <> & =bmod H<> a * Db ¢ H.t
Volgens definitie 5.3 geldt He = H. Dus, voor a ¢ G, geldt: Ha valt

gsamen met H < a ¢ H.

Stelling 5.4. Er is een 1-1 verband tussen twee rechternevenklassen

Ha en Hb van H in G (a,b ¢ G).

Bewijs. De afbeelding ¢: h¥a - h*b (h e H,a,b ¢ ¢) definieert een bi-
jectie van Ha op Hb. Het is duidelijk dat ¢ surjectief is. Stel nu

h, b =hy *bmeth,h
dus h

€ H, dan volgt h1 = h, (vereenvoudigingswet),

2 2

¥ as= h2 * a, Dus ¢ is injectief.

Deze bijectieve eigenschap van rechternevenklassen is van belang voor
eindige groepen G.

Stel H is een ondergroep van een eindige groep G. Dan heeft, volgens
st. 5.4, elke rechternevenklasse van H in G hetzelfde aantal elementen.
Dit aantal is gelijk aan het aantal elementen in de nevenklasse met

e als representant, d.w.z. He = H. Dus het aantal elementen in een
rechternevenklasse is gelijk aan de orde van H, aangeduid door O(H).
Omdat G eindig is, is het aantal rechternevenklassen van H in G eindig.
Ieder element a & G behoort tot één en precies &én nevenklasse n.l. Ha.

Stel het aantal nevenklassen is k, dan geldt dus kO(H) = 0(G). Hiermee

is de stelling van Lagrange bewezen, die als volgt luidt:

~
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Stelling 5.5. Als G een eindige groep is en H is een ondergroep van G,

dan is O(H) een deler van 0(G).

Definitie 5.6. G is een willekeurige groep en H is een ondergroep van

G. De index ven H in G is het aantal verschillende rechternevenklassen
van H in G en wordt aangeduid door [G:HJ].

Als G een eindige groep is, geldt [G:H] = %%%% volgens de gtelling
ven Lagrange. Het is heel goed mogelijk dat een oneindige groep G een
ondergroep H + G heeft, zodat de index [G:H] eindig i¢. Een voorbeeld
hiervan is de groep Z van de gehele getallen met als ondergroep Zn =
groep van de n-vouden (n > 2). Hiervoor geldt [(z:2 1 = n.

Als a een element is van de groep G, dan verstaan we onder de orde van a

de orde van de cyclische ondergroep (a) van G met a als voortbrengende.
We noteren: o(a) = orde van a.

Veronderstel nu dat G een eindige groep is. Dan is iedere cyclische
ondergrbep (a) van G (a € G) ook eindig en de orde van de groep (a)

is een deler van de orde van de groep G, of o(a)|0(G).

Als o(a) = n, dan heeft de groep (a) precies n elementen:

(a) = {e,a,ae,...,an_1}. Uit het bewijs van stelling 4.4 volgt dat n
het kleinste positief gehele getal is, zodat a" = e. Dus o(a) is het

kleinste pos. gehele getal, zodat ao(a) = e

Gevolg 5.7. Als G een eindige groep is en a € G, dan geldt aO(G) = e,

Bewijs. Volgens het bovenstaande is o(a)|0(G), dus bijv. 0(G) = mo(a).

(G¢) _ amo(a) - (ao(a))m . N

Dan wvolgt ao
Als toepassing van de stelling van Lagrange bewijzen we dat er precies

2 niet-isomorfe groepen van de orde 4 zijn.

Stelling 5.8. Iedere groep van de orde 4 is Of isomorf met de cyclische

groep van de orde L of met de vier-groep V van Klein (zie 5k).

Bewijs. G = {e,a,b,c} is een groep van de orde U4, waarin e het neutrale
element is. Omdat o(a)|0(G) = 4, o(b) |4, o(c)|k, hebben de elementen
a, b en ¢ Of orde 2 Of orde L. Als &&n van deze drie de orde L heeft,

dan is G cyclisch van de orde L.
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Dus, veronderstel dat geen van de elementen a, b en ¢ de orde 4 heeft,

d.w.z. o{a) = o(b) = o(e) = 2. Dan volgt a2 = b2 = c2 = e,

Beschouw het product a * b. Als a * b = e, dan is b =a = 8, Wént
o(a) = 2, in tegensprask met b # a. Dus a * b ¥ e. Als a * b = a, dan
volgt b = e, contradictie. Als a * b = b, dan is a = e, contradictie.
Daarom is de enige mogelijkheid dat a * b = ¢, hetgeen moet gelden,
want a * b € G,

In dit stadium ziet de vermenigvuldigingstabel voor G er als volgt uit:

* e a b c
e e a c
a a e c
b e
c c e

Omdat ieder element van G in iedere rij en kolom moet voorkomen in de
tabel, moet gelden a * ¢ = b,

Gebruik makend van deze eigenschap, kan men de overige plaatsen in

de tabel invullen en vindt men achtereenvolgens: b * ¢ = a, b * a = ¢,
c*a=Dbenc *b=a. Men verkrijgt zo Jjuist de vermenigvuldigings-

tabel van de vier-groep V van Klein (zie §k4).

Stelling 5.9. Iedere groep G, waarvoor O(G) = p, p een priemgetal,

is cyclisch.

Bewijs. Omdat O(G) = p, p > 1, heeft G een element a F e. Beschouw de
cyclische ondergroep (a) met als voortbrengende a. Er geldt o(a)|0(G) = p,
dus o{a) = 1 of o(a) = p. Volgens definitie van o(a), volgt uit

o(a) = 1 dat a = e, in tegensprask met a F e. Dus o(a) = p = 0(G),

zodat (a) = G en G cyclisch is.

We kunnen nu gemskkelijk een bewering uit §2 bewiljzen n.l.

Stelling 5.10. Een niet-commutatieve groep heeft tenminste 6 elementen.

Bewijs. Volgens st. 5.9. is een groep G met O(G) = p, p priemgetal,
cyclisch en dus commutatief. Dus iedere groep met orde 2, 3 of 5 is

commutatief. Volgens St. 5.8 is iedere groep G met O(G) = L4 Of cyclisch
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Of isomorf met V, de vier-groep van Klein. Uit de tabel van V volgt,
dat V commutatief is. Dus een groep van de orde 4 is commutatief.
Hiermee is de stelling bewezen. l

Een niet-commutatieve groep van de orde 6 is S_, de symmetrische groep

3
van de orde 3! = 6 (zie §2).

Opmerking. De omkering van de stelling van Lagrange is niet juist, d.w.z.
een groep van de orde n behoeft niet een ondergroep van de orde k te
hebben, waarin k een deler is van n. Er bestaat een groep van de orde

12 (een ondergroep van de symmetrische groep Sh)’ die geen onder-
groepen van de orde 6 heeft.

(G,*) is een groep en (H,*) is ondergroep van (G,*). Definieer de re-
latie ~ op G door: a n balsa *bel (a,b € G). Evenals in hulp-
stelling 5.2 kan men gemakkelijk bewlijzen dat ~ een equivalentie-

relatie op G is.

Definitie 5.11. (G,*) is een groep, a ¢ G en (H,*) is ondergroep van

(G,*). Dan heet aH = {a * h|h ¢ H} een linkernevenklasse van H in G.

We tonen nu aan dat de equivalentie-klassen van ~ julst de linker-
nevenklassen van H in G zijn. Immers, stel a € G en a representeert
de klasse [a] = {x ¢ G|x ~ a}. Als y ¢ [al, dan is y ~ a, dus
Y*xa=h',h' cH,dus y=h' xaof y=a *n"e all, want H is

ondergroep in G. Omgekeerd, als x ¢ all, dan is x =& * h, h ¢ H, °

- T 7 bacd -7
dus X =h *a en X *a=h € H, zodat x v a of x ¢ [al.

aH.

Hieruit volgt, dat [al
De linkernevenklassen bewerken dus een partitie van G in disjuncte
deelverzamelingen. Hieruit volgt:

Twee linkernevenklassen van H in G vallen Of samen Of hebben geen
element gemeen. Men heeft nu voor a,b € G:

el =bH <> beal <« anb (mdH) < &b e H

Volgens definitie 5.11 geldt eH = H. Dus, voor a € G geldt:

el = H <> 8 ¢ Hof ae H.

Juist zoals in stelling 5.4 kan men nu bewijzen dat er een 1-1 verband

is tussen twee linkernevenklassen aH en bH van H in G(a,b € G).
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Laat G een groep zijn en H een ondergroep van G. Dan is er een 1-1
afbeelding van de verzameling {gH} van linkervenklassen van H in G

op de verzameling {Hg} van rechternevenklassen van H in G, De bedoelde
afbeelding is ¢: gH - Hg. Het is duidelijk dat

gl =gl— g nog (modH)——>fg-'1 *x g e Hm> g % g, € H——+EEE1(modH)
—#-HE E Hg1 en omgekeerd. Omdat ¢ ook surjectief is, volgt dat ¢ een

bijectie is.

Opmerking: aH - Ha (a € G) is geen afbeelding, omdat aH = a'H kan zijn
(a,a' € G), maar Ha % Ha'.

De index van H in G, [G:H], is dus ook gelijk aan het aantal verschil-
lende linkernevenklassen van H in G (zie definitie 5.6).

Stel G = 83 en H is de ondergroep {a1,a2} (zie voorbeeld, §2). Omdat

[G:H] = 3, zijn er drie rechternevenklassen van H in G en drie linker-

nevenklassen van H in G als volgt:

Rechter-nevenklassen Linker-nevenklassen
H = {a1,a2} H = {a1,a2}
Ha5 = {a5,ah} aSH ='{a5,a3}
Ha6 = {a6ga3} a6H = {34693)4}

Dus de rechternevenklasse Ha_ is geen linkernevenklasse. Oock

5

N = {a1,a5,a6} is een ondergroep van 83. Omdat [G:N]1 = 2, zljn er twee

rechter- en twee linkernevenklassen van N in G als volgt:

Rechter-nevenklassen Iinker-nevenklassen
N = {a1,a5,a6} N = {a1,a5,a6}
Na2 = {a2’33’ah} aeN = {32’ah’a3} .

Dus iedere linkernevenklasse van N in 83 is een rechternevenklasse

en omgekeerd. Ondergroepen, zoals N in S_ waarvoor deze eigenschap

3
geldt, zijn belangrijk.

Definitie 5.12. Een ondergroep (H,*) van de groep (G,*) heet een

normsaldeler (of invariante ondergroep) als iedere linkernevenklasse

van H in G een rechternevenklasse van H in G is.
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Dus, als H normaaldeler is en aH is linkernevenklasse van H in G,

dan bestaat er een element b € G, zodat all = Hb. omdat a € al volgt
hieruit dat a e Hb. De rechternevenklassen Hb en Ha hebben het element -
a gemeen, dus Hb = Ha. M.a.w. als al rechternevenklasse is van H in-:

G, dan moet het de klasse Ha zijn. We kunnen nu definitie 5.12 opnieuw

formuleren:

Een ondergroep (H,*) is normaaldeler in de groep (G,*) dan en slechts

dan als all = Ha voor iedere a € G.

Voor een normealdeler H kan men dus eenvoudig over nevenklassen van
H in G spreken gzonder de toevoeging rechts of links. De triviale onder-—
groepen {e} en G zijn normaaldelers in G. Iedere ondergroep van een
commutatieve groep G is normaaldeler in G. Een criterium opdat een

ondergroep H van een groep G normaaldeler is in G is de volgende

Stelling 5.13. De ondergroep (H,*) is normaaldeler in de groep (G,*)

dan en slechts dan als voor ieder element a € G geldt: aE;.E-H.

Bewijs. Neem eerst aan dat aHa c H voor iedere a € G. We moeten be-
wijzen dat alH = Ha. Stel a * h is een willekeurig element in aH.
Omdat aﬁg.g H, is & * h * a = h, voor 'n element h, ¢ H. Dus geldt

1 1

dat a * h = (a *h * g) % g = h1 * a ¢ Ha en dus is aH c Ha,

Kies nuh * a willekeurig in Ha. Dan volgt dat & * h * a=a * h * (&) e H,

h e Hen

omdat aHa c H voor iedere a ¢ G. Dus & * h * a = h,, b,

h *a=a % h2 € all zodat Ha ¢ aH. Dus aH = Ha.

Omgekeerd, stel alH = Ha voor iedere a ¢ G. Laat a * h1 * & een wille-

keurig element zijn in eHa. Omdat aH = Ha bestaat er ecen element
h, € H zodat a * h, =h, * a. Bijgevolg is a * h, *a=(h

zodat aHE?E_H.Hiermee is de stelling bewezen.

—
a

* @) * h

2 2°

Als toepassing van st. 5.13 kan men nu bewijzen: Het centrum C(G) van
een groep G is een normaaldéler in iedere groep G (definitie 3.L).
Volgens st. 3.5 is C(G) een ondergroep van G. Stel ¢ ¢ C(G) en a is
willekeurig in G, dan moet men aantonen dat a * ¢ * a e C(G). Er geldt
echter a * c =c *xa, want c ¢ C(G). Dus a * c ¥ a =c * & % a =

=cxe=c¢c e 0(Q).
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Men verifieert ook direct, dat de ondergroep H = {a1,a2} in G = 83
geen normealdeler is, want bijv. 8, * a, * ;l =ag *x 8 = ag ¢ H.
De betekenis van normaaldelers is dat zij ons in staat stellen nieuwe
groepen te definiéren, die in nauwe betrekking staan tot de oorspron-
kelijke groep. Als (H,*) normaaldeler is in de groep (G,*), dan geven
we de verzameling van verschillende nevenklassen van H in G aan door
G/H:

G/H = {aH|a € G}.

Een binaire operatie op G/H wordt gedefinieerd door:
(alH) ® (bH) = (a * Db)H.

Omdat deze definitie gegeven is met behulp van representanten van neven-
klassen, moeten we aantonen dat de "vermenigvuldigihg" van nevenklassen
onder ® ondubbelzinnig is gedefinieerd, onafhankelijk van de keuze

van de representanten in deze klassen. D.w.z., men moet laten zien

dat als aH = a H en bH = b H dan ook (a * b)H = (a, * b )H is. Uit

1 1 1 1

al = a1H volgt‘g *a, e H, uit bH = b1H volgt:g * b1 € H. Omdat H nor-

maaldeler is in G, weten we dat xHX ¢ H voor iedere x € G (st.5.13).
In het bijzonder geldt:

BHb = BH(B) < H, dus b * (& * a1) *b e H en dus ook (a¥b)’ * (a1*b1) =
= (b * (23&1) * D) * (B@b1) € H, want H is gesloten t.0.v. *. Dan

volgt (a*b)H = (a1*b1)H.

Stelling 5.14. (G,*) is een groep en (H,*) is normaaldeler in (G,*).

Dan vormt het stelsel (G/H,®) een groep, die bekend staat als de
factorgroep van G over H.

Bewijs. We hebben reeds gezien, dat 8 ondubbelzinnig is gedefinieerd
en dat G/H gesloten is t.o.v. 8 . ﬁe associatieviteit van de operatie

8 ziet men als volgt:

[aH 8 bH] 8 cH = [(a*b)H] 8 cH = ((a%b) % c)H = (a * (bxc))H =

al ® [(b*c)H] = aH & [bH ® cH] (a,b,c, € G).

De nevenklasse H = eH, e neutrale element in G, is het neutrale element

voor de operatie ®, want al ® eH = (a*e)H = all = (e*a)H = eH 8 aH.
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De inverse van de nevenklasse al is gﬁ, waarin a het inverse element
is van a in (G,*). Immers:

aH 8 al = (a*a)H = el = (axa)H = aH ® aH.

Dus aan de axioma's (1), (2) en (3) van definitie (1.1) is voldaan,
zodat G/H met de operatie ® een groep is.

Hiermee is de stelling bewezen.

Een direct gevolg van definitie 5.6 is

Gevolg 5.15. G is een eindige groep en H is normaaldeler in H, dan

. o = OLG)
is [G:H] = m = 0(G/H).

O

Voorbeeld. Z is de additieve groep van de gehele getallen en Zn is de
ondergroep van de n-vouden (n > 2). Z is commutatief, dus zZ is nor-

maaldeler in Z. De nevenklassen van Zn in 7 hebben de vorm:
a+2z ={a+ knlk € 2} = [al, (a € 7).

M.a.w., de nevenklassen van Zn zijn precies de congruentie-klassen
modulo n (voorbeeld 6, §1). De compositie van nevenklassen in Z/Zn
wordt gegeven door: (a+Zn) 8 (b+Zn) =a+b+37 of in andere
notatie: [a] & [b] = [a+b].

De factorgroep van Z over Zn is dus niets anders als de groep E; van

gehele getallen modulo n.
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VI. Homomorfileén,

Definitie 6.1. (G,*) en (G',°) zijn twee groepen en f is een afbeelding

ven G in G', £ : G = G'. Pan heet f een homomorfie van G in G' als
(a*b)f =" (a)f o (b)f

voor ieder paar elementen a, b € G.

Merk op dat in het linkerlid de binaire operatie * in G wordt gebruikt

voor a * b en in het rechterlid de operatie © in G' voor de elementen

(a)f en (b)f in G'. Men drukt de eigenschap van homomorfie vask uit

door: het beeld van het "product" onder f is gelijk aan het "product"

van de beelden.

Voorbeelden.

1) (G,*) is een willekeurige groep. Definieer de afbeelding f : G - G
door f = 1G d.i. de identieke afbeelding op G te nemen; f is een
homomorfie van G op zichzelf.

2) (G,*) en (G',°) zijn twee groepen met neutrale elementen e en e'
resp. De afbeelding £ : G + G', gegeven door (a)f = e' voor alle
a € G, is een homomorfie van G in G'.

3) (R,+) is de additieve groep van de red&le getallen en (R\{0},.} is-
de groep van re€le getallen # O met de gewone vermenigvuldiging als

operatie. Definieer ¢ : R > R \ {0} door (a)e = 2*. Dan geldt

+
2& b a

(a+b)o = =22, 2P = (a)e - (bo

voor ieder paar elementen a, b € R. Dus @ is een homomorfie. Omdat
a . .. . . .
27 > 0 voor iledere a € R, is ¢ niet surjectief, dus ¢ 1s een homo-

morfie van R'in R \ {0}, maar niet op R \ {0}.

= = ' = 1
L) ¢ 83 {a1,a2,a3,ah,a5,a6} en G {a1,a2} (zie §2).
Definiéer de afbeelding f : G -~ g' door (a;*a%)f = a;.
Er geldt: ag = a, en ag = ay, ay het neutrale element wvan 83.

2
¥ 85 T 8, 8y F g =

>
wordt voortgebracht

Dus i =0, 1en j =0, 1, 2, waarbi] &,

= g, * a6 =a_ena, xa-=a, * a6 = a6, zodat S

2
2 3 1 5 1 3

Syll. 7ZC 86, afl.6
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door a, en 8 of 83 = (ag,aB) (zie 8§k4).

Men ziet gemakkelijk in, dat f een homemorfie is:

(a1)f =a,, (ag)f = a,s (a3)f = 8, (ah)f = a5, (as)f = a, en

(a6)f 8,

5) G = Z = additieve groep van de gehele getallen en G' = Zh = additie~

Ve groep van restklassen medulo L.

Definieer de afbeelding f : Z-+—Zﬁ door

(n)f = [2], als n oneven is

en (n)f

[0], als n even is.
f is een homemorfie van 7 in Zh’ maar f is niet surjectief.

Stelling 6.2. f is een homemorfie van de groep (G,*) in de groep
(G',0). Dan geldt:

(a) (e)f = e', waarin e resp e' het neutrale element is in G
A resp. G'.

(b) als a e G, dan is (2)f = (af

)7, d.w.z. het beeld van de inverse

van a in G is de inverse van het beeld van (a)f in G'.
Bewijs.
(a) Voor iedere a ¢ G geldt: a * e = e % g = a, dus a f = (a*e)f =
= (af) ° (ef) en (af) o e' = af, zodat (af) o (ef) = (af) o e,
Volgens de vereenvoudigingswet in (G',o) (st.2.2) volgt hieruit
(e)f = e'.
(b) Voor iedere a € G geldt a * & = a % & = e, dus (a*a)f = (af)e (af)
en (axa)f = (e)f = e! (volgens a), dus (af) o (af) = e' en
(af) o (af) " = e' in (G',0). »
Uit st.2.2 volgt weer: ()f = (af)”. Hiermee is de stelling bewezen.
Als £ : G > G' een homomorfie is, dan wordt de verzameling van
beeldelementen onder f (in G') het beeld van f of Im f (lees: image f)
genoemd. Dus Im £ = {(a)f | a ¢ G}. Men kan bewijzen dat Im f een onder-

groep van G' is. D.w.z. het homomorfe beeld van een groep is een groep.

Stelling 6.3. f is een homomorfie van de groep (G,*) in de groep (G',°).

Dan is Im f een ondergroep van G'.
Bewijs. Het is duidelijk dat Im f een niet-lege deelverzameling is van

G'. Volgens st.3.3 moeten we aantonen, dat uit a', b' € Im £ volgt dat

a' ob"e Im f. Als a' € Im £, dan is a' = (a)f voor 'n element a e G,
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evenzo b' € Im £ #%b' = (b)f voor 'n element b e G.

Dus a' o b" = (af) o (bf) = (af) o (Bf) (st.6.2) = (a*b)f € Im f.

Een homomorfie f : G + G' van een groep G in een groep G' bewerkstel-
ligt dus een homomorfie f' : G » Im f van de groep G op de gi'oep Im f,
Men behoeft slechts (g)f' = (g)f voor iedere g € G te definiéren.

f: G~ G' is een homomorfie op dan en slechts dan gls Im f = G'.

Yit stelling 6.3 volgt in het bijzonder, dat, als f : G > G' een ho-
memerfie is van een groep G in een groep G' en H is een ondergroep van

G, de verzameling van beeldelementen (onder f) van de elementen van H
een ondergroep H' is van G'. Hierbij is H' = {(h)f | h e H}. Men zou

dit ook als volgt kunnen formuleren: als men de homomorfie f : G » G'
beperkt tot de ondergroep H van G, gaat f over in f' : H » H' en

H' = Im f'.

Veronderstel weer, dat f: G -+ G' een gegeven homomorfie is van de groep G in de
groep G'. Laat H' een willekeurige ondergroep zijn van G'. Dan defi-
nidren we: (H')f‘"1 = {g ] aeG, (a)f ¢ H'},

Stelling 6.4, f is een homomorfie van de groep (G,*) in de groep (G',?).

Dan geldt:

(a) als (H',o) ondergroep is in G', dan is ((H')f—1,*) ondergroep in G.
(b) als (H',o) normaaldeler is in G', dan is ((H')f—1,*) normaaldeler
in G.
Bewijs:
(a). (H')f‘m1 # ¢, want e ¢ G en (e)f = e (ét;6.2), dus (e)f € H'. Dus
e e (H')f'. Stel nu dat a, b ¢ (H#')£”". Dan geldt (a)f, (b)f € H'.
Dus (a*B)f = (af) o (bf) = (af) o (bf) ' e H', want H' is ondergroep
ven G'. Omdat a * b e G, volgt hieruit dat a * b « (H‘)f_1, dus
(5')s"

(b}, (H',o) is normaaldeler, dus ondergroep in G'. Dus volgens (a) is
2

is ondergroep volgens st.3.3.

(H')f.'”1 ondergroep in G.
Stel nuh € (H')f—1, dus (h)f € H' en laat a een willekeurig ele-
ment ven G zijn. Dan volgt: (axh%a)f = (af) o (hf) o (&af) e H',

want (h)f ¢ H' en H' is ondergroep in G'. Dus geldt: axh+a € (H')f_1,
Omdat dit voor iedere h e (H')f™'

a(H')f'1 ?E (H')f—1. Volgens st.5.13 betekent dit, dat (H')f‘1

juist is, kan men schrijven:

normaaldeler is in G.
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Definitie 6.5. f is een homomorfie van de groep (G,*) in de groep

(G',°) en e' is het neutrale element van G'. Dan wordt de verzameling
K
K

Men heeft dus: kern £ = (e')f .

{x | X € Gen xf = e'} de kern van f genoemd en geschreven als

it

kern T,

Volgens §5 is de triviale ondergroep {e} van een groep G normaaldeler
in G. Dus een direct gevolg van stelling 6.4(b) is

Stelling 6.6. f is een homomorfie van de groep (G,*) in de groep (G',o).

Dan is kern f een normaaldeler in G.

Het kan gebeuren, dat f = G. In dit geval wordt ieder element van G door
f afgebeeld of e', e' het neutrale element van G'. Dit is het geval in
voorbeeld 2, §6. Het andere extreme geval doet zich voor, als kern f = {e},
e het neutrale element in G (zie voorbeeld 1, §6). Men kan nu bewijzen:
Stelling 6.7. f is een homomorfie van de groep (G,*) in de groep (G',e).
Dan is f een injectieve afbeelding (1-1-verband) dan en slechts dan

als kern £ = {e}.

Bewijs. Veronderstel dat de afbeelding f een injectie is. We weten al
dat e € kern f. Stel nu dat a ¢ kern f, a # e, voor 'n element a € G.

Dan is (a)f = e' = (e)f, d.w.z. (a)f = (e)f, maar a # e. Dan is f geen
1-1-afbeelding, dus kern f = {e}.

Omgekeerd, stel dat kern f = {e}. Stel nu dat a, b € G met (a)f = (b)f.
Hieruit volgt, dat (axb)f = (af) o (Bf) = (af) o (bf)" = (af) o (af)” = e',
dus & * b € kern f. Maar kern f = {e}, dus a * b = e of a = b. Dus f is
een injectie. Hiermee is de stelling bewezen.

In het geval dat de homomorfie f injectief is, heeft men dus een
1-1-duidige afbeelding f' : G+ Im f van G op Im f (bijectie), terwijl
voor alle a, b € G geldt: (a*b)f' = (af') o (bf'). Volgens definitie 4.3
betekent dit dat de groepen (G,*) en (Im f,o) isomorf zijn. Omgekeerd,
als (G,*) en (H,O) isomorfe groepen zijn, dan is er een 1-1-afbeelding

k : G~>Hvan G op H, die tevens homomorfie is (def.4.3). Volgens st.6.7
geldt dus kern k = {e}, e neutrale element van G. Men heeft dus:

Gevolg 6.8. Een homomorfie ¢ : G-+ H van een groep G op een groep H

met kern ¢ = K is een isomorfie van G op H dan en slechts dan als K = {e}.



-35-

In het geval, dat ¢ : G » H een homomorfie van G in H is met kern ¢

= {e}, noemt men ¢ ook een isomorfie van G in H.

Iedere homomorfie bepaalt dus een normaaldeler door middel van zijn
kern. Van de andere kant toont de volgende stelling aan dat iedere
normaaldeler in een groep aanleiding geeft tot een homomorfe afbeel—

ding, de z.g. natuurlijke afbeelding.

Stelling 6.9. (H,*) is normaaldeler in de groep (G,x). Dan is de

afbeelding v : G + G/H gedefini&erd door

(a)v = aH

voor iedere a € G een homomorfie van G op de factorgroep (G/H,8).
De kern van v is precies de verzameling H,
Bewijs. Omdat ieder element a € G behoort tot één en precies één
nevenklasse al € G/H is de afbeelding v zinvol. Men heeft nu voor
a, b e G: (axb)v = (a*b)H = (aH) 8 (bH) = (a)v 8 (b)v (zie §5).
Dat v een afbeelding op is, is triviaal, want ieder element van
G/H is een nevenklasse all met a € G en (a)v = aH. Dus v is een homomor-
fie op.
Volgens st.5.14 is de nevenklasse H = eﬁ, e neutrale element van G, het
neutrale element in G/H. '
Dus kern v = {a | a € G, (a)v = H}

{a | aeC, al =H} =H (zie §5, blz. 26).

Hiermee is de stelling bewezen.

De nu volgende stelling wordt wel de fundamentele stelling van homomor-
fieén genoemd. ’

Stelling 6.10. f is een homomorfie vanide groep (G,*) op de groep

(G',o) met kern K. Dan is

(G/K,8) isomorf met (G',o).

Bewijs. Beschouw het diagram: e __£L> G

|
G/K

waarin (a)v = aK (aeG) de natuurlijke afbeelding is.

Merk op dat kern f = K een normesaldeler is in G (st.6.6), dus de factor-
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groep G/K bestaat. We willen het diagram aanvullen tot: G ——£—€HG' .

7
vV Ve
V//l.!}
G/K/
zodat Y de isomorfie van G/K op G' bewerkt.
Definier de afbeelding ¢ : G/K - @' door

(aK)y = (a)f voor iedere a ¢ G.

De eerste vraag is of § een zinvol gedefiniderde albeelding is. Stel dus

a'K = aK met a, a' ¢ G, dan is a' = a * k met k ¢ K, dus (a')f =

(axk)f = (af) o (kf) = (af) o e', e' neutrale element van G', want
k € kern f. Dus (a')f = (a)f, zodat (a'K)y = (a')f = (a)f = (ak)y.

Vervolgens tonen we aan dat § een homomorfie is:

(aX) 8 (a'K)1y = [(a*a')KIp = (axa')f = (af) o (a'f) = (aK)y ° (a'K)yp.

Ook geldt ¥ is surjectief, want als g' ¢ G', dan is g' = (g)f, omdat

f een op-afbeelding is (geG), dus g' = (g)f = (gK)¥. Dus ¢ is een homo-
morfie van G/K op G'. Ook is ¥ een 1-1-afbeelding, want als (aK)y = e',
den is e' = (a)f, dus & € kern £ = K. Maar a ¢ K impliceert akK = K, dus
de kern van ¢ = K. Volgens st.6.7 volgt hieruit dat ¢ een 1-1~afbeelding
is. Hiermee is aangetoond dat de groepen (G/K,8) en (G',°) isomorf zijn

(def.k4.3) en de stelling bewezen.

Men ken opmerken, dat de driehoek van afbeeldingen in het diagram com~
mutatief is d.w.z. voor iedere a e G geldt (a) (voy) = (a)f, want (a)v= ak
en (aK)y = (a)f, dus (a)(vey) = {(a)vly = (a)f. Er geldt ook, dat ¥ de
enige afbeelding is, waarvoor dit juist is. Stel n.1. f = v o o voor 'n
afbeelding a: G/K » G'. Dan is (aK)¥ = (a)f = (a) (vea) = (aK)a voor
iedere nevenklasse aK ¢ G/K, dus ¢ = a.

Voorbeelden. 6) 7Z = additive groep van de gehele getallen en G' ={1,-1}
is multiplicatieve groep van de getallen 1 en —1.

Definieer £ : Z » G' door (n)f

1 als n even is (neZ)
en (n)f = -1 als n oneven is (neZ).
Dan is f een homomorfie van 7Z op G' en
kern f = Z2 = groep van de even gehele getallen.
A Z
Dus “/kern f = /Z2 = {22, 1+Z2}.
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De fundamentele st. 6.10 zegt dan dat Z/Z2 = G'. Dit is ook duideli jk
uit de vermenigvuldigingstabellen:

+ . -
0 Z2 1 Z2 1 1
Z2 Z2 1+Z2 en 1 1 -1
+ + -1 |-
1 Z2 1 Z2 Z2 1 1 1

Het bewijs van stelling 6.10 geeft aan, dat de afbeelding ¢y , die de

isomorfie bewerkt (de geinduceerde afbeelding) wordt gegeven door

(22)w (0+22) = (0)f = 1

(14z)y = (1)f = =1,

2

7) (G,*) is een willekeurige groep en a is een vast element in G. De-
finiger de afbeelding f : Z > G door (n)f = a" voor iedere n € Z. Men
toont direct aan dat de zo gedefiniéerde f een homomorfie is van de ad-
ditieve groep Z van de gehele getallen op de cyclistische ondergroep (a)
van G:

e (n)f * (m)f.

(n+m)f = a

Per definitie is (a) = {a” / n € Z}, dus f beeldt Z af op de groep (a)
(zie 84). Volgens stelling 6.10 geldt dus Z/kern f = (a), waarin

kern £ = {n | ne Zy, a” = e}. Er zijn nu 2 mogelijkheden wat kern f
betreft. De eerste is dat kern f = {0}, m.a.w. 2’ = e impliceert n = 0.
In dit geval heeft een element van Z/kern f de vorm: n + kern £ =
=n+0=n,n e Z. Dus de nevenklassen in Z/kern f zijn juist de ele-
menten van Z; men heeft Z/kern f = Z. De tweede mogelijkheid is, dat
kern £ # {0}. Er zijn dus gehele getallen n # 0 zodat a’ =e. Als a" = e,
dan is ook a 2 = (8)" = (&™) "= e, dus er is tenminste %n n > 0 zodat
a” = e. Dan bestaat er ook een kleinste positief geheel getal, bijv. nm,
zodat a" = e. Het is duidelijk, dat hieruit volgt dat akm = e voor ieder
geheel getal k. Met behulp ven de delingsalgorithmus vindt men, dat de
gehele veelvouden van m juist alle exponenten n van a zijn met de eigen-

schap dat a’ = e of m.a.w., dat kern £ = Zm’ waarin Zm de ondergroep in
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Z is van de m~veuden. Dus in dit geval is Z/kern f = Z/Zm = Eg (zie
voorbeeld in §5 na gevolg 5.15).
Samenvattend volgt uit het bovenstaande dat
(1) als de voorbrengende a van (a) niet van eindige orde is, dan

(a) 2 is en
(2) als a van eindige orde m is; dan (a) £ Eﬁ is.
Hiermee is stelling 4.4t opnieuw bewezen.
8) G = S3 en N = {a1, 85 a6} is normesaldeler in 83 (zie blz.27). De
nevenklassen N en Na,2 (of aQN) zijn de elementen van G/N. Omdat
( Nae) ® (Nag) = N (a§=a1), het neutrale element van G/N, volgt hieruit
dat G/N = ge cyclische groep van de orde 2. Men kan ook 'n afbeelding
f . 83 +'Zé definiéren door (a1)f = [0], (a2)f =[1]. (a3)f = [1],
(ah)f = [1], (as)f = [0] en (a6)f = [0]. Om aan te tonen dat f een
homomorfie is, moet men bewijzen dat (xoy)f = (x)f + (y)f voor alle
X, ¥ 6.53. Omdat kern f = {a1, 8 a6} = N, volgt uit stelling 6.10
dat G/N = 7.
Het is eenvoudig in te zien dat een factorgroep van een commutatieve
groep noodzakelijk commutatief is. Men kan de vraag stellen of een
niet-commutatieve groep commutatieve factorgroepen kan hebben. 0f, ook,
wat volgens st.6.9 hetzelfde is, kan zo'n groep homomorf op een commu-~
tatieve groep worden afgebeeld?
Definiéie 6.11. (G,*x) is een gegeven groep. Als a, b « G, dan is de

commutator van a en b, per definitie, het element a * b * = * B,

Een standaard notatie is: [a,b]l = a *x b * g * b.

Er geldt: a * b = Db * a dan en slechts dan als [a,b] = e. De commuta-
toren %ormen geen ondergroep in G, omdat zij niet gesloten zijn onder
de operatie *. Daarom voeren we de ondergroep in, die wordt voortge-
bracht door de verzameling commutatoren. Deze ondergroep heet de
commutator ondergroep van G en wordt genoteerd met [G,G] (zie voor de

definitie §h),

De inverse van een commutator is weer 'n commutator:[a,b] = [b,al,
zoals men onmiddellijk inziet. Dus in de definitie van [G,G] is het
niet nodig expliciet de inversen op te nemen; de elementen van [G,G]
bestaan uit producten van eindig veel commutatoren. D.w.z.

g,cl = {H[ai,bi] [ 8., b, € G}
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waarin het symbool I een eindig product met één of meer factoren voor-
stelt (zie [8] in §L).
Stelling 6.12. De groep [G,G] is normaaldeler in (G,x).

Bewijs. We weten al dat [G,G] ondergroep is in G.
Stel nu a € Gen ¢ ¢ [G,G]. Dan volgt:
a % ¢ *x a = (akckakc) % ¢ = La,c] * c. Het element [a,c] = ¢ is een
eindig product van commutatoren en behoort dus tot [G,G]. Dus
a[G,G]g‘g [G,G] voor iedere a ¢ G. Volgens st.5.13 is [G,8] dus normaal-

deler in G.

Men kan nu de factorgroep G/[G,G] vormen.
Hiervoor geldt:

Stelling 6.13. H is normaaldeler in G. Dan is de factorgroep G/H

commutatief dan en slechts dan als [G,G] c H.
Bewijs. Stel aH en bH zijn 2 willekeurige elementen in G/H. Omdat de
nevenklasse eH = H het neutrale element is in G/H, is de groepsoperatie

® in G/H commutatief dan en slechts dan als

H = [aH, bH] = (aH) @ (bH) @ (aH) ' & (bH) "
of, wat op hetzelfde neerkomt,

H = (a*bxaxb)H.

Een nodige en voldoende voorwaarde opdat de laatste gelijkheid geldt,
is [a,bl=a *b * & * b € H. M.a.wv. commutativiteit van de factor-
groep G/H is equivalent met de els dat de ondergroep H alle commuta-
toren van G bevat. Omdat [G,G] per definitie de kleinste ondergroep is
met deze eigenschap (zie def.L4.1), is de laatste voorwaarde equivalent

met [G,G] < H.

Een speciaal geval is H = [G,G]:
Gevolg 6.14. Voor iedere groep G, is de factorgroep G/[G,G] commutatief.

en d3/&83, S.1= 7. (voorbeeld 8).

11 = 1=
Bijv. N {a1, a5, ag) [s 3 5

3° 834
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VII. Permutatiegroepen en de stelling van Cayley.,

Definitie 7.1. 8 is een niet-lege verzameling. A(S) is de verzameling

van alle 1-l-afbeeldingen van S op zichzelf.

Stelling 7.2. A(S) is een groep t.0.v. de operatie o: samenstellen van

afbeeldingen.

Bewijs:
(1)
(2)
(3)

(4)

van o) zodat ¢ o o' = g~ o o =1

ad (1).

ad (2).

ad (3).

ad (4).

‘We tonen aan dat de volgende eigenschappen gelden:

e A(B), T € A(S) 0 o 1 ¢ A(S).
Oy Ty U € A(S) » (091) » u =0 o (o).
er bestaat een element TS (de identieke afbeelding) in A(S)

zodat ¢ o 18 = 1S v 0 = 0 voor iedere o ¢ A(g)

voor iedere o €A(S) bestast een element 0“1 e A(S) (de inverse
-

S.

Per definitie is ¢ » 7 de afbeelding van S in S waarvoor geldt

(s) (o:1) = (s0)t, Als S = {s}, dan is (s)o = &, (s)r = & en

(s) (6¢1) =8, dus 0 * 7 ¢ A(8). Stel nu S» 5, € 5 en s, # S,

Omdet o een 1~l-afbeelding is, volgt 5,0 # 8,0+ Omdat 1 ook

1-1 is en 5,0 # 5,0 volgt (510)T # (520)1, dus s (o-1) =

1

= (de)T # (sec)r = 52(0»1)o Dus ¢ - T i8 een l=1~afbeelding.

Stel t € 8. Omdat t een op-afbeelding is, is er een element
s € Smet (8)r =1t (s is ook eenduidig wegens het 1l~l=karakter
van t). Omdat T een op-afbeelding is, is er een element s, ¢ S

] 1
met s,0 = 3 den is s1(cer) = (s1o)1 = (8)r =1t, dus 0 - 1 is
een op~afbeelding. Dan is o < 1 ¢ A(S).

Voor een willekeurig element s ¢ S geldt

s((o=1) )

(s(oet))u = ((80)1)u en

s(o2(t=u)) = (s1) (r=n) = ((s0)t)u. Dus

(oot) o u=0 > (t:u),

1S is de identieke afbeelding d.w.z. 81g = s voor iedere s ¢ S,
Dus s(001s) = (s0)1S = gg = (sTS)c = s(1sao) voor iedere s ¢ S.
Dan o < 1S =g o= 1S 3 O

Als s € 5 gegeven is, dan bestaat er, omdat o een op~afbeelding

1 € S zodat 510 =3,

Omdet ¢ ook 1 = 1 ig, is 5, eenduidig bepasald.

is, een element s

Syll. 7C.86, afl.T.
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We definiéren de afbeelding ol isas door s, = (s)cv-1 dan en
slechts dan als s = 510.
Dan geldt, als s ¢ S en t = so, dat s = t0_1.

Dus s(0°0_1) = (scx)c"1 = to~ ) = s, zodat o o o=

Evenzo s(c-1°0) = (s0_1)o = 5,0 = s, zodat 0_1 o g = 1
-

Nu volgt uit @ o 0—1 = ! o"; = 1S’ dat 0-1 een 1-1-afbeelding
op is.

Merk eerst op dat 0-1 een op-afbeelding is, want als t ¢ S ge~
geven is, dan is t = t(c°0_1) = (tc)d-1 en dus is t het beeld
onder 0_1 van 't element to in S.

Merk dan op dat o 1-1-afbeelding is, want als 510“1 =8,0 ,
dan volgt s, = s1(0-1°o) = (s1c-1)c = (520_1)0 =g 1
Dus o~ e A(S).

Volgens definitie 1.1. is A(S) een groep. Hiermee is de stelling

bewezen.

Als de verzameling S uit n elementen bestaat, is A(S) een eindige groep
die n! elementen heeft., Immers iedere 1-1-afbeelding o van S op zichzelf

bepaalt een permutatie van de n elementen van S:

N S 3 . . s
( ! o ) en omgekeerd is door iedere permutatie van

(51)0 v (sn)c

de n elementen van S een 1—1-afbeelding van S op zichzelf bepaald. Het
asantal permutaties van n elementen is n! , dus O(A(S)) = n!
In dit geval noteert men de groep A(S) met S, (zie voorbeeld T, §1).

In plaats van de elementen Sqs S cees S in S neemt men alleen de

s
indices 1, 2, ..., n en een elemint van Sn is dus een permutatie van de
getallen 1, ..., n. Sn heet de symmetrische groep van de orde n! We
hebben al gezien dat s, niet abels is voor n > 2 (§1).

We bewijzen nu een stelling voor A(S), die bekend staat als de

stelling van Cayley:

Stelling 7.3. Iedere groep G is isomorf met een ondergroep van A(S)

voor een geschikte verzameling S.

F
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Bewijs. (G,*) is een groep, dus G, als verzameling opgevat, is niet
leeg. Voor de verzameling S gebruiken we de elementen van G; d.w.z.

stel 8§ = G. Voor g € G, definiéren we Té : 8(=G) + 8(=G) door middel
van XT_ = x % g voor iedere x € G, Als y € G, dan is y = (y*g) * g =
= (yfg)rg, zodat Tg de verzameling S op zichzelf afbeeldt.Bovendien

is Tg een 1-1-afbeelding, want als x, ¥ € S en xrg = yTg dan is

X x g =y * g en volgens st.2.2 (vereenvoudigingswet) volgt hieruit

dat x

Y. Dus voor iedere g € G is Tg e A(S). Als g, h € G, beschouw

dan t_, . Voor iedere x ¢ S = G geldt: x7 x * (g*h) = (x*g)*h =

g*h
, axh = Tg ° Ty Definieer nu

een afbeelding ¢ : G + A(S) door middel van (g)y = T_ voor iedere g ¢ G.

= X(TgOTh). Hieruit volgt dat T

Er volgt dat (g*h)y = Toun = Tg ° Ty = (g)y o (h)Y en ¥ is een homomor-
fie volgens definitie 6.1. De verzameling K = {go | g, € G en (go)w =

= Ty = TS} is volgens definitie 6.5 kern ¥. Voor iedere x € G geldt
0 i
xrg = x1S = x. In het bijzonder, als e het neutrale element is van
0
G, geldt et = e. Maar ook eT, = e *x g = g volgens definitie van 1 _,
g &g 0 0 g
dus g, = € en K = kern ¢y = {e}. Volgens gevolg 6.8 is ¥ een isomorfie

ven G in A(S) en dus is G isomorf met Im ¢, hetgeen een ondergroep is

van A(S) (st.6.3). Hiermee is de stelling bewezen.

Stelling 7.3 stelt ons in staat een abstracte groep te identificeren
met een groep van bijectieve afbeeldingen van een verzameling S op
zichzelf. Merk echter op, dat y een isomorfie in is, in het algemeen.
Gebruikt men S = G voor een eindige groep G met O(G) = n, dan vindt
men dat A(S) = Sn juist n! elementen heeft. Een eindige groep van de

orde n is dus isomorf met een echte ondergroep van Sn voor n > 2.

We zullen nu de groep Sn wat nader onderzoeken.
Laat S = {1, 2, ..., n}. Als ¢ € A(8) = Sn’ dan is ¢ een 1-1-afbeelding
van S op zichzelf of een permutatie van de getallen {1, 2, ..., n}. Men

kan ¢ "uitschrijven" door bijv. ¢ : 1 >1i., 2 > i

andere notatie
_ (1 2 ... n)
d)_ °
n

seeyn > 1 of in
n

1? 2?

11 12... 1
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Als 8,) € Sn’ dan verstaat men onder 6 o ¥ of 0y de permutatie van S,

~ die ontstaat door eerst 6 en op het resultaat y toe te passen (zie st.7.2).
A RS R )

Voor een willekeurige niet-lege verzameling S voeren we een relatie in.
Laat 6 ¢ A(S)..Als a, b € 8, dan definidren we a ie b dan en slechts

dan als b = aé™ voor 'n getal 1 € Z.

De bewering is da "Ee" een eguivalentie-relatie is op S.

Want (1) a a omdat a = af = a1s.

6

(2) als a Ee b, dan is b = a8 (ie€Z), dus a = b8~ (-ieZ) en b 2 .

(3) alsa=,b,bz, c, den is b= ad", c = b8’ = (a8?)e? = ag®™J,
) 6 i

dus a 5 c.

Deze equivalentie-relatie bewerkt een partitie van S in disjuncte deel-
verzamelingen, n.1l. de equivalentie~klassen.

De equivalentie-klasse van s ¢ S heet de kring (Eng. orbit) van s onder 6;

de kring van s onder 8 bestaat uit alle elementen van de vorm
sei, i=0,+1,+2,

Hierbij is 60 = 1y
We passen het begrip kring nu toe op de verzameling S = {1, 2, ..., n}.
Omdat S eindig is, zijn niet alle elementen sei(seS, feA(S) = Sn) ver-
schillend van s, d.W.z. 8 = sei voor een geheel getal i(#0). Als s = sei
met i < 0, dan is 6™ = (sei)e'i = go¥ = slg =s, en =i > 0.

Er is dus een kleinste positief geheel getal 1 = 1(s), dat van s afhangt
zodat sel = s. De kring van g onder 6 bestaat uit de elementen

{s, s, s62, cevs so1™1y,

_/123L456)\, -
Voorbeeld, 6 = <; 1356 4) 3y S=1{1,2,3,L4, 5, 6}.

Kring van 1 onder 8 is {1(=1e°), 187 = 2}, (192=26=1).
Kring van 2 onder 6 is dus ook {1, 2}. Kring ven 3 = {3}.
Kring van 4 onder 6 is {4, L8 =5, 40° = 50 = 6}, (h93=66=h).

We introduceren nu een speciaal type permutatie in de volgende definitie:

Definitie 7.L. Stel Dy gy eoesy zijn k verschillende getallen tussen

1 en n. Als een permutatie 0 € Sn zodanig is, dat (n.)o = n voor

i i+1
1<1i<k, (nk)o =n, en (nj)o = n; voor n, e 8\ {n,, Doy oo nk}

(s={1,2,...n}) dat heet o een cykel van lengte k ofwel een k-cykel.
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Een cykel is dus een toevoeging : n, » n (n1)G, n, +>n_ = (n.)o =

(n1)o s eess M g > n = (nk_1)c = (n1)c s My >0 = (nk)c, en de
overige getallen in S = {1, 2, ..., n} blijven onveranderd. De verzame-
ling {n1, Dy oo nk} is de kring van ni(i=1.,k) onder o, De kring van
nj é»{n1, Doy ves nk} onder ¢ bestaat alleen uit nj. Voor de cykel o van
lengte k noteert men o = (n1,n2,...,nk). \
_(12345\ _

Voorbeeld. In S5 heeft men : o <3 55 3:> = (2 5 3)
is een 3=cykel.

. _(123456Y\ _
In 8¢ is c‘ = <3 26 L5 1 (1 3 6) ook een 3-cykel.

De notatie voor een cykel is zo, dat ieder element in de cykel op de
1° plaats geschreven kan worden bijv. (25 3)=(532) =(325) in SS.
Omdat cykels een speciaal soort permutaties zijn, kan men cykels samen-
stellen. Het resultaat is een permutatie van S.

Stelling 7.5. 8= {1, 2, ..., n}. Als 0 ¢ Sn’ dan kan ¢ geschreven

worden als een product ven disjuncte cykels in de'volgende betekenis:

waarin Ts cykels (i=1,2,...p) en TN Tj = @ voor i # j.
ot
Omdat S eindig is, bereiken we een punt, waarin het nieuwe gehele getal

Bewijs. Stel ijeSen 12 = (i1)0, i3 = (iz)c, veey i = (id)c, .e. €Nz,

in deze rij gelijk is aan é&n van zijn voorgangers. Stel dat ia+1 de
. - 0 . o - o o o ,~, e 9
eerste is van i, 1ys eees 151 .4, die gelijk is aan &n van zijn voor-
angers., De bewering is dat i dan is i
gang & o+ 1° o+1

cees 1oy bijv. a1 = 1B met 1 < B £ a. Dan volgt

= (1a)0' Maar i # ig_4» dus ¢ zou niet 1-1 zijn.

= i,, Immers, als i i
1 ? o+1 #
één uit de rij i2,

Jo =i =1

(is-1 8~ To+1

Deaarom 1is lu+1 = 11. Noem nu v , de a-cykel: T1 = (11 12 e la)'

Stel j1€ S, is 'n getal, dat verschillend is van i1, i2, ceeg 1

Precies, als hierboven, kan men getallen j2 = (j1)c, cees jB = (j6—1)0
vinden met j, = (JB)U. Stel weer T, de B-cykel: T, = (JTJZ"'JB)'

Geen van de getallen j1, j2, cees jB is gelijk aan &&n van de getallen
1is 1oy eees 1, Want stel Jg 18 de eerste uit dis <ees JB die geligk is

aan één van de getallen i1, 1 g eous ia bijv. js = ir. Wegens de con-

29
structie van j1, is s > 1.

&

Yo als r > 1
Jo=j =i = .

Dan is (j 1 < -
8= : '(ia)o als r = 1
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i 1 als r > 1
Omdat ¢ een 1-1-afbeelding is, volgt dat js_1 = ¥ .
i als r = 1
o
Dit is in tegensprask met het feit dat js_1 niet gelijk is aan één van
1° 10Ty = 0
Dan, op dezelfde manier, als k, ¢ Tis k, ¢ T, (kTeS), construeren we

de getallen i ceas ia' Dus T

een j-cykel

Ty = (k

Geen van de getallen k., ..., k, is gelijk aan één van de getallen

LRy e kY) .

i1, v ia’ j1, ey jB wordt op dezelfde manier als hierboven bewezen.
Het is duidelijk dat op deze manier een partitie van S ontstaat in dis-
juncte cykels. Elk element van S behoort tot &&n én precies één cykel,

omdat elke cykel de kring van elk van zijn elementen is onder g,

Stel nu s is een willekeurig element van S en bijv. s € s (1<i<p).

Dan s ¢ Tis j#1i, (Jel1,...p}). Dus volgens definitie T.h is (s)'tj =g
en (s) (T1°T2...°TP) = (s)ri. Omdat 1. een kring is onder o, geldt ook

(s)1::.L = (s)o, want s ¢ T, . Dus (s) (T1°T2...°Tp) = (s)o zodat

T

o= © T_ 4us © Tp. Hiermee ig de stelling bewezen.

1 2

Een speciaal soort cykels zijn de cykels van lengte 2.

Zo'n cykel heeft de vorm T = (i j), 1 # j en heet een transpositie.

n2...nk). Men kan direct bewijzen, dat

(n1n2...nk) = (n1n2) (n1n3) oo (n1nk). Deze ontbinding is niet eendui-

Beschouw de k-cykel (n1

dig. Hiermee bedoelen we dat een k-cykel op meer dan é&én manier als een
product van transposities geschreven kan worden. Bijv. (1 2 3) = (12) ( '3) =
= (23) (21).0mdat, volgens st.7.5, iedere permutatie een product van
disjuncte cykels is en iedere cykel een product van transposities, is

het dulidelijk dat

Gevolg T.6. Iedere permutatie in Sn is een product van transposities.

Dus volgens §L4 vormen de transposities in Sn een stelsel voortbrengenden

van Sn.

Een transpositie kan niet de identieke afbeelding zijn. Dus als we 1S
schrijven als het product van u transposities, dan is u > 2, Bovendien
als 1S het product is van 2 transposities, dan moeten ze gelijk zijn.
We bewijzen nu

Stelling 7.7. Als 18 geschreven kan worden als het product van
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u 2 3 transposities, dan kan 1S geschreven worden als het product van
u - 2 transposities.
Bewijs: Stel 1S STPO T, % e 0T, waarin de T, transposities zi]jn.

Stel dat T = (xy) en dat y niet voorkomt in één van de T. met h < Je

h
Dan moet y voorkomen in een Ty met k > j, want anders zou y = (y)1S =

= (y)'rj = x zijn.
Beschouw alle uitdrukkingen van 1S als het product van u transposities,
waarin de eerste j transposities zijn Tys Tos soey Tj. Aan elke ultdruk-

king van deze vorm kunnen we het gehele getal toevoegen:

m=min{k eZ | k> jenye Tk}.

Kies, onder al deze uitdrukkingen, er één met m = my minimaal, Stel

dat deze uitdrukking is

We beweren dat de minimalem = j + 1. Want stelm_ > j + 1 en laat

0 0

T = (yz). Volgens de definitie van m » komt ¥y niet voor in T .
mo 0 m0—1
Als z niet voorkomt in T , dan zijn T en T verwisselbaar, en
m0—1 m, m0-1

dus
1 = T, © T © 440 © T, © ,,, © ° T o T o T 0,,,0

8 1 2 J Tm0—2 m, mo—1 mO+1

hetgeen in strijd is met de keuze van mo want y € T,

0
Als z voorkomt in t s bijv. T = (z w), hebben we
m -1 m -1
: 0 0
Ty Ty =(zw) e (ya)=1(yz) o (yw)
0
en dus
1S = 11 ° T2 © 4. © Tmo~2 o (y z) o (y w) o Tmo+1 © 4. © Tu

hetgeen opnieuw in strijd is met de keuze van ey

Dusm = j+ 1, wegens m_ = j + 1.

0 0 .
Stel nu dat T, = (x1 x2). Onder alle uitdrukkingen van 1S als het product

van u transposities met als eerste transpositie Ty kiezen we er é&&n met
minkmale m, d.w.z. m = 2, Dus X, € T, en T, = (x. x.). Onder alle uit-

2 2 2 273
drukkingen van 1S'als het product van u transposities met als eerste 2
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kiezen we er &&n met minimale m, d.w.z. m = 3,

transposities Tys Tos
Dus x3 € T3 en 13 = (x3 xu) enz. Omdat het product van de u transposi-
ties = 1, is, kunnen we een geheel getal s vinden met 2 £ 8 £ u en

S
een uitdrukking: 1S = (x1 x2) ° (x2 x3) °© ... (xs_1 xs) ° (xs x1) °

° © w40 © T

T
s+1 u

Dan geldt ook:

1s = (x2 xs) ° (x2 X )0 L., 0© (x2 x3) © T lq ® ree ° T,

s-1
hetgeen men inziet door achtereenvolgens het effect van TS op

X5 X cees X in beide uitdrukkingen te beschouwen.

s
Omdatzde laatste uitdrukking uit u - 2 transposities bestaat, is hiermee
de stelling bewezen.

Gevolg 7.8. De identieke afbeelding 18 kan nooit het product zijn van
een oneven aantal transposities.

Stelling 7.9. Als ¢ ¢ Sn en als

waarin T; en Tj' transposities zijn (i=1,...83j=1,...,t)
dan is S = t (mod 2).
Bewijs. Uit de schrijfwijze voor ¢ volgt:

1S =¢ o¢p =T, 0 T, 0 ., 0T O (Tt

1S ST 0T, 0 e 0T 0T ' o .., 01

Volgens gevolg 7.8, is s +t = 0 (mod 2) of s + t is even, dus ook
2s - (s+t) = s - t is even of s = t (mod 2).

Definitie T7.10. Een permutatie ¢ € Sn heet een oneven permutatie als

¢ geschreven kan worden als het product van een oneven aantal transpo-
sities en ¢ heet een even permutatie als ¢ geschreven kan worden als

het product van een even asantal transposities.

Volgens st.7.9 is het voor een permutatie onmogelijk tegelijkertijd even
en oneven te zijn en volgens gevolg 7.6 is iedere permutatie dus of

even Of oneven. Een even permutatie wordt van even pariteit genoemd,

& . » - 3
van een oneven permutatie is de pariteit oneven.
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Het is gemakkelijk om de‘pariteit van een product van twee permutaties

te bepalen uit die van hun factoren. Want, stel ¢ = Ty® Ty © s ©T
.
eno=71"°oT.'" e ... 01", waarin 1., T.' transposities zijn, dan is
—] ~ s 2 l’ J ?

¢ ° o een product van r + s transposities. Dus de pariteit van ¢ o o

wordt gegeven door de volgende tabel:

¢ e} ¢ o0
even even even
even oneven oneven

oneven oneven even
oneven. even oneven

De vérzameling Sn van permutaties van S = {1, 2, ..., n} heeft een
partitie in 2 klassen, de even en oneven permutaties. We bewijzen nu:

Stelling 7.11, Laat n = 2 en An is de verzameling van even permutaties

in Sn. Dan is An normaaldeler in S, en [Sn :~An] = 2,

Bewijs. Stel dat W= {1, -1} de multiplicatieve groep van de gehele
getallen 1 en -1 is. Definieer een afbeelding y : Sn -~ W door (¢)y = 1,
als ¢ € Sn even is en (¢')y = =1 als ¢' ¢ Sn oneven is. Volgens de tabel
van de partiteiten is Y een homomorfie van S op W. De kern van ¢ is
precies A . Dus volgens st.6.6 is A normaaldeler in S, Volgens st.6.10
geldt Sn/An = W, Dus volgens gevolg 5.15 geldt [Sn : An] =

O(Sn)
O(An)

= O(Sn/An) = (W) = 2.

Dus An bevat in! elementen en S\Ah, de verzameling van oneven permu-

taties, bevat in! elementen.
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VIII. Automorfieén

Een bijzonder belangrijke klasse van homomorfieén zijn de isomorfieén
van een groep G op zichzelf. Een dergelijke afbeelding is zowel een

permutatie van de elementen van G als een homomorfie.

Definitie 8.1. G is een groep en f is een isomorfie van G op G. Dan

heet f een automorfie van G. Een triviaal voorbeeld van een automorfie
is de identieke afbeelding 1G van de groep G op zichzelf. Tedere auto-
morfie van een groep G is een permutatie van de elementen van G 4.w.z.
een 1-1-afbeelding van de verzameling G op zichzelf. Dus de automor-
fie&n van G vormen een deelverzameling Aut(G) van de verzameling A(G)
van alle 1-1-afbeeldingen van de verzameling G op zichzelf. Volgens
st.7.2 is A(G) een groep t.o.v. de operatie: samenstellen van afbeel-

dingen.

Stelling 8.2. Aut(G) is een ondergroep van A(G).

Bewijs: Aut(G) is een niet-lege deelverzameling van A(G), want
15 € Aut(G). Stel nu f, g € Aut(G). Omdat £, g € A(G), is £ ~ g € A(G),

want A(G) is een groep. Er geldt: (a * b)(f © g_1) = [(a * b)f]g_1 =

1

= [(a)f * (b)f’]g-1 voor willekeurige elementen a, b € G. Omdat f en g
beide 1-1-afbeeldingen op (bijecties) zijn, bestaan er eenduidig bepaal-
de elementen a', b' ¢ G zodat (a)f = (a')g en (b)f = (b')g. Men heeft
dus: a' = l:(a.)f],c_z;—1 en b' = [(b)f]g-1, Dus [(a)f * (b)f]g-1
[(a')g * (b')g]g_1 = [(a' * b')g]g_1 = (a' * b')(g © 8_1)
(a' * b')1G =a' *xDb' = [(a)f]g_1 * [(b)f]g—1. Dus

(a * )£~ g ) = [(a)rlg

Dan is T » g—1 een homomorfie van G in zichzelf. Maar f = g

I

* [(b)f]g“1 voor ieder paar a, b € G.

T e ae),
dus de homomorfie is surjectief. Bovendien is f ° g—1 injectief, dus
£ - g—1 is een isomorfie van G op zichzelf (gevolg 6.8). Dan is

£ oo g—1 e Aut(G). Volgens st.3.3. is Aut G dus een ondergroep van A(G).

Opmerking. Aut(G) is, in het algemeen, geen normaaldeler in A(G). Bijv.

Z3 = {[0],[11,[2]} is de groep van gehele getallen modulo 3. Een auto-
morfie f van 7. voert het element [0] in zichzelf over (st. 6.2). Ver-

3
der is f bepaald door {[11}f, want {[2]1}f = [11f + [1]f. Omdat

F3

syll. ZC 86, afl. 8
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[11r # [01, neeft men &f [1]1f = [1] 6f [11f = [2]. In het eerste geval

ig f de identieke afbeelding 1Z » in het tweede geval heeft men
3
Lolr = Col, [11f = [21, [21f = [1]. Dus Aut (23) = {1Z , T}, waarbij
3
£ = 1. Omdat 0(z,) = 3, is A(Z,) = 8,. Stel o =([0]1,[1],[2] ) is
Zy 3 3 3

een element van A(Z3) (3-cykel). Dan is 0—1 = ([0l,[21,[1] ) en

g o fog -1 . (Cod,[11 ) (2~cykel) in A(ZB> voor f € Aut(Z3). Dus
oo foo ! ¢ Aut(z
in A(ZB).

3). Wegens st.5.13 is Aut(Z3) geen'normaaldeler

Een bijzonder soort automorfieén zijn de z.g. inwendige automorfieén.

Stel a is een vast element van de groep G. Definieer de afbeelding
ca ¢ G~ G door

(x)oa =& % x * a voor iedere x € G.
We zullen nu aan tonen dat o, een automorfie van G is. Voocreerst is
o, een homomorfie: als X1 X, € G, dan geldt
* x,. )0 =@* (x, * x

1 2 a 1 2)
(3" * X, * a) * (T* x

(x * g =

o ¥ a) % (x1)0a * (X2)Oa'

Vervolgens is o, een surjectieve afbeelding: als x een willekeurig
element van G is, dan is (a * x * Eﬁaa = x. Tenslotte is o, ook injectief:

stel (x1)0a = (x )Ga, dan ig & * x, * a = & * x, % a. Door de vereenvoudi-

2 1 2

gingswet (st.2.2) toe te passen, volgt hieruit x, = x

1 2
automorfie van G. Afbeeldingen van de vorm o, € Aut(G), met a € G,

. Dus Ca is een

worden inwendige automorfieén van de groep G genoemd. Preciezer:

o, is de inwendige automorfie, gelnduceerd door het element a.
i

De verzasmeling van inwendige automorfieén van G noteren we:

1(¢) = {o | a e G}.

Stelling 8.3. I(G) is een normaaldeler in Aut(G).

Bewijs: Stel O s Oy € I(G). Dan is, voor iedere x € G:

- (T =—1 o ] -
(x)(ca ° Ob) = ((x)ca)ab = (g % x * a)cb bpx(a*x*a)+*hb
= (a *D) *x* (a*Db), dus O, ° Oy = 0_. voor a, b € G. In het bij-

zonder volgt hieruit, voor het neutrale element e € G: 0, ° 0 =
=g =0 enog ©0 =g0 = o voor iedere o € I(G). Als T de
a e a e*g a

a
inverse is van a in G, dan volgt ook: 0 © o_ =0 =g en
? € a EN a*a e
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0,90 =o0_ =0_. Nuis 0 het neutrale element in Aut(G), want
) a T*a, e e
(x)ce =g * x * e = x voor iedere x € G, dus g, = 1G. Volgens st. 2.3

is er precies &én element in Aut(G), dat de inverse is van o € Aut{G).
Hieraan voldoet Oz, dus 0 = (ga)_1' Hieruit volgt nu, dat I(G) onder-
groep is in Aut(G).

Om aan te tonen, dat I(G) normaaldeler is in Aut(G) moeten we laten zien,
dat, als f € Aut(G), het product f ° o, ° f-1 € T(G) voor iedere

a_ e I(6). Br gelat: (x)(£ o o ) = (X))o} = (T * (x)£ = ale™ .
Omdat £ ¢ Aut(G) een homomorfie is, volgt:

g (x)f * alt™ = (@ ()37 % (a)F7 = (@D % x * (a)f .

In G geldt: a * &= & % a = e, dus als men hierop de homomorfie f—1

toepast: (a)f™ ' * (D) = (D * (a)f = (e)f ! = e (st.6.2(a)),
dus ('a—.‘)f—1 = (a)f_1. Hieruit volgt (x)(f o o, ° f-1) = (eL)f”1 * x % (a)f_1 =
= (x)o , voor iedere x € G, zodat £ ° o_ o =g e I(@).
-1 a -1
(a)f (a)f

Volgens st.5.13 is I(@) dus normaaldeler in Aut(G).

Stelling 8.4. Voor iedere groep G geldt:

c/c(e) = 1(Q),

waarin C(G) het centrum van de groep G is (def. 3.4).

Bewijs: Definieer de afbeelding ¢ : G > I(G) door (a)¢ = o, - Het is
duidelijk dat ¢ een op-afbeelding‘is.

Er geldt: (a * b)¢ = O wp = 9y ° ob(bew1Js st.8.3) = (a)¢ ¢ (b)d. Dus

¢ is een homomorfie op. We willen aantonen dat Kern ¢ = C(G). Het
neutrale element van I(G) is g (bewijs st.8.3), dus kern ¢ = {al|a € G,

(a)o = Ge} of Kern ¢ = {a]a € G, o, = Ge}. Maar o, =0, betekent

(x)oa

Dus a € G heeft de elgenschap: a € Kern ¢ dan en slechts dan als

(x)oe voor iedere x € G of 8 % x * a = x voor iedere x € G.

a * x voor iedere x € ¢ d.w.z. a € C{(G). Dus Kern ¢ = C(G).

X * a

Pas nu de fundamentele st. 6.10 toe, dan volgt:

cg/c(a) = 1(G).

Gevolg 8.5. Als I(G) cyclisch is, dan is I(G) = {ce}.
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. o n -~
Bewijs: Stel I(G) wordt voortgebracht door o> 8 € G. Wegens (Oa) = ca
! = 0_,, hebben de elementen van I{(G) de vorm @ .

a .

n geheel. Als b een willekeurig element in G 1s, dan is g, = 0, voor

a
een geheel getal k. Uit st.8.4 volgt b = ak(C(G)) of b € akC(G).

n

voor n > O en (Ua)_

Dus ieder element in G heeft de vorm a* * x met k ¢ Z,x € C(G). Uit

kT k2

b1 =a *x en b2 =a” *x, (b1, b2 € G) volgt b1 * b2 =

k1 k2 k1 k2 k k2
(a  *x. ) *(a“"*x.)=a *(x,*xa)*x,. =a *(a“*x )*x_ =

1 2 1 2 1 2

k1+k2 k2+k1
a * x1 * x2. Evenzo vindt men b2 * b1 = g * x2 * x1 en
Xy ¥ X, = X, ¥ X, Wegens X, X, € c(G), dus b, * b, = b, * b,. Dus G

Ny —

is abels. Dan is C(G) = G, dus wegens G/C(G)
1 element: I(G) = {ce},

I1(G), bestaat I(G) uit

Voorbeelden.

1) G =%, de additieve groep van de gehele getallen. Omdat Z cyclisch
is met 1 als voortbrengende, is een automorfie ¢ van G bepaald door
(1)¢. Stel (1)¢ =k, k € Z. Omdat ¢ surjectief is, moet er een geheel
getal n zijn, zodat (n)¢ =1 of n{(1)¢} = n.k = 1. Dit is alleen
mogelijk, als k = + 1. De afbeelding ? bepaald door (1)¢ = 1 is de
identieke afbeelding; ook de afbeelding ¢ bepaald door (1)¢ = -1

is een automorfie van Z. Men heeft dus Aut(Z) =7, de cyelische

>
groep van de gehele getallen modulo 2. °

2) G = Zn’ de additieve groep van de gehele getallen modulo n. Omdat
[1] voortbrengende is van Zn’ is een automorfie ¢ van Zn bepaald
door [1]¢. Elk element van Zn heeft een orde, die een deler is van n

(zie blz. 24). We beweren nu: Als G een groep is en ¢ is een auto-

morfie van G, en a € G heeft o(a) > 0, dan is o((a)9) = o(a).

Stel n.l. o(a) = k, dan is a¥ = e en k is het kleinste pos. gehele
getal met deze eigenschap. Dus {(a)(b}k = (ak)¢ = (e)¢ = e. Als
{(a)¢}m = e voor 'n geheel getal m met O < m < k, dan volgt

(™o = {(a)¢}" = e, dus a™ = e, want ¢ is injectief. Dit is echter
in tegenspraak met o(a) = k. Dus o((a)¢) = k. Hiermee is de bewering
bewezen. Passen we dit toe op G = Z , dan volgt dat o([11¢) =

= o([11) = n.

&
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Stel nu [1J¢ = [k] voor 'n geheel getal k met 0 < k < n. Bewering:

k en n zijn relatief priem of g.g.d.(k,n) = 1. Want als d/k, d/n, dan
geldt: n/d.{(11¢} = n/d.{kl[11} = k/d.{nl1]1} = k/4.{[0]1} = [0], dus de
orde van [1] is een deler van n/d. Maar o([1}) = o([1]) = n, dus

d = 1. Omgekeerd, stel 0 <s <n en (n,s) = 1 voor s € Z. Dan is de
afbeelding ¢ : [k] - s.[k] voor iedere [k1] ¢ Z een automorfie van Z
Wegens (n,s) = 1 bestaan er gehele getallen u en v zodat u.s + v.n = 1.
Dus [1] = {u.s + v.n}[1] = u.sl1] + v.nl1] = u.s(1], want o([11) = n,
dow.z. [11 = s.[ul = {[ul}ly, dus ¥ is surjectief. Stel s.[kx] = [0],

dus s.k[1] (o], dus n/s.k, want o([1]) = n. Maar (n.s) = 1, dus n/k

en wegens o £ k < n volgt hieruit k = 0. Dus ¢ is 1injectief. Dat ¥
een homomorfie is van Zn op zichzelf, is duidelijk, dus ¥ is een auto-
morfie.

Uit het voorgaande volgt dat er een 1-1-verband is tussen de elementen
van Aut(G) en de elementen van de verzameling Un van gehele getallen,
kleiner dan n en relatief priem met n. Er is niet alleen een bijectief
verband, Aut(G) is isomorf met de groep Un. Geef de automorfie van

Z » bepaald door £1] - [k], met o <k <n, (k,n) = 1, aan met ¢ - Als
¢j : [11 » [3]1, dan is ¢j ° ¢, [11 - [31 » [J1k] = [jk], dus

¢j ° ¢ = ¢jk. Het is duidelijk dat uit (k,n) = 1, (j,n) = 1 volgt dat
(jk,n) = 1.

Als jk > n, reduceert men eerst modulo n, zodat t = jk(n) en 0 < t < n.
Dan geldt weer (t,n) = 1 wegens (jk,n) = 1. Men kan dus stellen dat
het product van gehele getallen j en k met 0 < j, k < n en j,k relatief
priem met n weer een geheel getal - eventueel na reductie modulo n -
oplevert met deze eigenschappen. De vermenigvuldiging voldoet aan de
associatieve wet. Het getal 1 heeft de eigenschap van neutraal element:
1.j=Jj.1=Jvoor 0<j<nen (jn) = 1. Uit (j,n) =1, 0< J<n
volgt dat er gehele getallen u en v bestaan met u.j + v.n = 1 of

uj = 1(n). Hierbij kan men, zonodig, u reduceren mod n., zodat

0 <u<mnis., Uit uj = 1(n) volgt dat (u,n) = 1. Dus voor iedere j met
(j,n) =1, 0 < j < n bestaat een inverse u met dezelfde eigenschappen.

Volgens def. 1.1 vormen de gehele getallen j met 0 < j < n en (j,n) = 1

een groep U t.0.v. vermenigvuldiging mod n.
LL

Men kan de elementen van Un 00k als restklassen mod n d.w.z. als elementen

&
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ven 7 opvatten. Ieder geheel getal jmet 0< j<nen (jou) =1
representeert €&n en precies één restklasse [J] in Z - De afbeelding
(k] - ¢k’ voor 0 <k < n, (k,n) = 1, is een isomorfie van Un op Aut(G),

wegens ¢j ° ¢k = . Dus Aut(G) = Un'

¢jk

G = Vh’ de vier-groep van Klein; Vh {e, 815 85, a } met
2 2 2

= = = = = = = = * =
&, a, 33‘ e, a.1 o a§a1 "a3, a}a3 aga1 a2 en a2a3 a3a2

Bij iedere automorfie ¢ € Aut(Vh) gaat e in e over en ¢ bewerkt een

permutatie van de elementen 8,8, €n a Omgekeerd: stel ¢ is een

2 3°
permutatie van 8,5 8y 85 €D (e)¢ = e. Dan is: (ai)¢ * (ai)¢ = e en
ai = e, dus (a§)¢ = e, zodat (a?) (a Yo * (a.)¢. Als a, # 255 is
(ai)d>#( )¢, aus (a;)¢. (a) (ak)¢metak#a,ak#a-Maardan
is a = a; * a5 dus (ai)¢ (aJ) (a * 2 Yo(i,j.k € {1,2,3}).
Ook:()fb*(a)d)‘(a)(b*( (i)¢(1—123)

Dus ¢ is een isomorfie van Vh op zichzelf. De automorfieén van Vu
corresponderen één-éénduidig met de permutaties van {a1,a2,a3} en
Aut(Vh) = 8.
Stel f is de inwendige automorfie van G, geInduceerd door het element

a € G. Als S een deelverzameling is van G, dan is
“d 5 a= {dss*als e S}

in overeenstemming met definitie 3.8. Dus f, gedefinieerd op elementen
van G, kan worden uitgebreid tot deelverzamelingen van G. In het bij-
zondere geval, dat S ondergroep is van G, is78 S a ook ondergroep van

G. Immers, uit‘a*s1*a,'a*sg*a €@ 8 a volgt:

(3&51*a) * CE*EB*&) =@*s *EJ*a € WS a, want 51*55 € S, omdat
S ondergreep is van G.
&'S a heet een geconjugeerde van S.
Als &S a = 8 volgt direct Sa = aS en omgekeerd. Dus als @ S a = 8 voor
iedere a € G, is S normaaldeler in G en omgekeerd (zie pag.28). De
relatie: @ S a = S voor iedere a € G betekent dat S invariant is onder
de inwendige automorfie f. Dus:

Een ondergroep S van G 1s een normaaldeler in G dan en slechts dan als

S invariant 1s onder alle inwendige automorfieén van G.

In dat geval valt S samen met alle geconjugeerden van S. Normaaldelers

worden soms invariante ondergroepen genoemd.

Ll
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IX. Definitie van een ring en voorbeelden

Definitie 9.1. R is een niet-lege verzameling en + en ° zijn twee bi-

naire operaties op R, die we zullen aanduiden als "optelling" en 'ver-
menigvuldiging" resp. De verzameling R met de operaties + en °, kortweg
(R,+,°) heet een ring als voldaan is aan de volgende voorwaarden:
(1) (R,+) is een commutatieve groep.
(2) o is associatief, d.w.z., (&°b) o c = a ° (boe) voor alle a,b,c € R.
(3) a o (b+tc) = (aob) + (aecc) (linker distributieve wet) en
(a+b) o ¢ = (acc) + (boc) (rechter distributieve wét) voor alle
a,b,c € R.
Als het duidelijk is, welke de ring-operaties zijn, spreekt men over
de ring R i.p.v.lde ring R met de operaties + en °. Evenals voor groepen,
wordt vobr het product de ° vaak weggelaten en schrijft men ab in plaats
van a © b, Het neutrale element van (R,+) wordt door Q aangegeven en
heet het nulelement van de ring. Als er een element e € R bestaat zodat
ae = ea = a voor alle a ¢ R, dan heet e een &én-element van R. R heet

cen commutstieve ring, als ab = ba voor alle a,b € R. In het andere

geval heet R een niet-commutatieve ring. R heet een ring met &én-element,

als R een &én-element e heeft.
Er bestaat een zeer eenvoudige ring die alleen uit het neutrale element
0 bestaat. Hiervoor geldt: 0 + 0 = 0, 0 © 0 = 0. Deze ring heet de

triviale ring.

Stel R is een ring met &én-element e. Als R niet de triviale ring is,
dan 2ijn de elementen O en e verschillend. Immers uit 0 + 0 = 0 volgt
0o g=(0+0)a =00 a+0 oa, dus uit de vereenvoudigingswet in (R,y+)
volgt O o a = 0 voor alle a € R. Als 0 = e, den is a=¢e o a=009°8a8=0
voor iedere & € R. Maar R is niet de triviale ring, dus de aanname e = 0

leidt tot een tegenspreak. Dus O # e,

Afspraak. We nemen aan dat iedere ring met gén-element meer dan 1 ele-

ment heeft. Dan is de mogelijkheid O = e uitgesloten.
Voorbeelden.

1. De stelsels (Z,%,°), (Q,+,°) en (R,+,°) met de gebruikelijke optelling

en vermenigvuldiging vormen ringen. Elk van deze ringen is commutatief

Syll. zC 86, afl. 9
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en heeft het gehele getal 1 als één-element. v

(22+,°), met de gewone optelling en vermenigvuldiging is de ring van
de even getallen. Deze ring heeft geen &én-element.

S is een gegeven verzameling en P(S) is de collectie van alle deel-
verzamelingen van S. Het symmetrisch verschil van twee deelverza-

melingen A,B ¢ S is de verzameling A A B met
A A B = (AUB)\(AnB).

(Als C en D willekeurige verzamelingen zijn, met D ¢ C, definieert

ment C\D door:
C\D={x | x € C en x ¢ D}.)

Als we optelling en vermenigvuldiging in P(S) defini&ren door:
A+ B=AARB, Ao B=ANSB,

den vormt het stelsel (P(S),+,°) een commutatieve ring met &én-
element. De lege verzameling § dient als nul-element, en S is het
dén-element. Iedere verzameling in P(S) is gelijk asan de additieve
inverse van zichzelf: A = K voor iedere A e P(S). Immers:

A+ A=AA0A-=(AUA)\(ANA) = A\A = §.

A+ @=A0¢=(Ag)\(Ang) = A\D
Evenzo: § + A = A voor iedere A € P(8).

AoS=AnS=AenScA=8nA=Avoor iedere A € P(8).

A voor iedere A € P(S).

De verificatie van de associatieve wetten (voor de optelling en ver-
menigvuldiging) en de distributieve wet laten we achterwege.

(R,+,°) is een gegeven ring. Dan kunnen we de verzameling Mn(R) van
nxn-matrices over R béschouwen. Als In = {1,2,...,n}, dan is een
element van Mn(R) een functie f: I, %I »R.Inde praktijk identi-
ficeert men zo'n afbeelding f met zijn waarden 85 = (i,j)f, die

worden geschreven in een nxn rechthoekig schema

(aijeR).
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Eenvoudigheidshalve zullen we de nxn-matrix met het element &5 OP
de plaats (i,j) afkorten tot (aij).
De operaties, die nodig zijn om van (Mn(R),+,°) een ring te maken,
worden verschaft door de formules:
.. )+ Le ) = L J .. .. ) = ..
(alJ) (le) (313 le) en (ala) ° (bla) (clJ)

met

Het nul-element van deze ring is de nxn-matrix, waarvan alle ele=-

menten = 0 (e R) zijnj; en —(aij) = (—aij)f Omdat R associatief is
t.0.v. +, is ook de optelling in Mn(R) associatief. Stel (aij), (bij)
en (cij) € Mn(i). Dan geldt {(aij) ° (bij)} o (cij) = (dij) ° (cij),
waarin dij = k£1 8, ° bkj' Ook (dij) ° (cij> = (eij) met

n
eij = t£1 dit ° ctj' Dus

e )
e.. = ( a..°b. ) e ec,. = (a.,°b,,) o ¢, . =
1] =1 k=1 ;k kt tJ k=1 t=1 ik "kt tJ
) ) ) )
= a.. ©° ( b, ec,.) = a.. of .,als f .= b, o ¢
k=1 ik £=1 kt t3 k=1 1k kJ kJ £=1 kt t3
Dus (eij) ='(aij) ° (fij) = (aij) ° {(bij) ° (cij)}'

Hieruit volgt: {(aij) ° (bij)} ° (cij) = (aij) ° {(bij) 0 (cij)},
zodat de associatieve wet ook voor de vermenigvuldiging in Mn(R)
geldt. De beide distributieve wetten in Mn(R) volgen uit de overeen-
komstige wetten in R. Dus (Mn(R),+,°) is een ring.
De ring Mn(R) is niet commutatief voor n > 1. Als R een één-element e
heeft, is de matrix met e's op de hoofddiagonaal (d.w.z. as. = e) en
0 op de andere plaatsen een &én-element voor de ring Mn(R). Met behulp
van het Kronecker symbool 6ij’ gedefinieerd door

1 alsi=] (i,3=1,2,...,n0)

§.; =
1J 0 alsi# ]

ken het é8&n-element van Mn(R) geschreven worden als (sij)"
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X is een willekeurige niet-lege verzameling en (R,+,°) is een ring.
Met map(X,R) bedoelen we de verzameling bestaande uit alle afbeel-

dingen van X in R; in formule:
map(X,R) = {f | £: X + R}.

De elementen van map(X,R) kunnen worden samengesteld door algebraische
bewerkingen op de functiewaarden uit te voeren. Precieser: de "punts-
gewijze" som f + g en het product f o g van f,g ¢ map(X,R) zijn resp.

de afbeeldingen van X in R, die voldoen aan
(x)(f+g) = (x)f + (x)g, (x)(fog) = (x)f o (x)g,

voor alle x € X.

De gedefinieerde optelling en vermenigvuldiging in map(X,R) maken
deze verzameling tot een ring. Het nul-element van deze ring is de
constante functie £, met (x)f = 0 € R voor iedere x € X. De inverse
-f van f ¢ map(X,R) wordt gekarakteriseerd door de regel

(x)(-f) = (x)f (in R).

De slgebralsche eigenschappen van map(X,R) worden bepaald door wat
er gebeurt in de ring (R,+,°). Bijv. als R een &én-element e heeft,
dan heeft de ring map(X,R) ook een &&n-element; n.l. de constante
functie f met (x)f = e voor iedere x € X. Evenzo, als R commutatief
is, is map(X,R) ook commutatief,

R = {(a,b) | a,b € 2},

Voor (a,b) en (c,d) definiéren we een optelling en vermenigvuldiging

op R als volgt:

(a,0) + (c,d)
(a,b) © (c,d)

(a+c,b+d)
(ac-bd ,ad+be).

Men kan asantonen dat R t.0.v. deze bewerkingen een ring is. Het nul-
element van R is (0,0), 0 € 2 en de additieve inverse van (a,b) € R

is (-a,~b). Deze ring heeft een &én-element, n.l. (1,0), 1 € Z:

(1,0) © (c,d) = (c,d)

en , (ec,d) ° (1,0) = (c,d) voor iedere (c,d) € R.
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Merk op, dat de additieve groep van R het direkte product Z x Z is
(zie p.T).

I.p.v. de schrijfwijze (a,b) kan men ook de notatie a + bi gebruiken,
waarin 12 = -1 € Z. De optelling en vermenigvuldiging worden dan

resp. aangeduid door

(a+bi) + (c+di) = a + ¢ + (b+d)l

(a+bi) ¢ (e+di) = ac - bd + (ad+be)i.

Het product van a + bi en ¢ + di wordt berekend door eerst te ver-
menigvuldigen volgens de distributieve en associatieve wetten, dan

ai = ia voor ieder re8el getal a te gebruiken .en tenslotte het formele
element i2 door -1 te vervangen.

De'aidus verkregen ring (die dus overeenkomt met de ring R hierboven)
is een ring van speciale complexe getallen; de getallen a + bi,

a,b € Z, noemt men gehele getallen van Gauss. De ring van de gehele

getallen van Geuss wordt vaak asangeduid door Z[i]. Het is een com-
mutatieve ring met &&n-element 1 + 0i = 1 (e Z).

In voorbeeld 6 op p.5 zijn de congruentie-klassen van gehele getallen
modulo n ingevoerd, waarin n > O een vast geheel getal is. Voor

ieder geheel getal a werd de equivalentie-klasse, waartoe a behoort,

aangegeven door [al:

a(mod n)} = {a + kn | k ¢ 2}.

[al={xe2 | x

De verzameling van alle equivalentie-klassen van gehele getallen

-modulo n zullen we aanduiden met Jn. Op pag. 5 is aangetoond dat de

klassen [01,[1]1,...,[n-1] precies alle elementen van Jn zijn. Op
pag. 6 is een optelling voor de elementen van Jn gedefinieerd:

[i] + [j] = [i+j] voor [i1,[Jj] € Jn. T.0.v. deze operatie vormt Jn
een commutatieve groep. Aan het eerste axioma in de definitie 9.1 is
door (Jn,+) dus voldaan.

We defini&ren nu een vermenigvuldiging op Jn:

[il o [§1 = [i31] voor [11,[J1] € Jn.
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Het is duidelijk, dat ° een binaire operatie is. Deze vermenigvul-
diging is zinvol, want als [i] = [i'J en [j] = [j'] dan is
izi'mdnen j = j' mod n, dus ij = i'J' mod n volgens eigenschap
c) op p. 5. Hieruit volgt [1j1 = [i'j']. Dus [i] o [j] = [ij] =

= [i'j'] = [i'] » [j']. De associatieve wet in J, voor de vermenig-
vuldiging is geldig, want {[i] o [j1} o [k] = [ij] o [k] = [(ij)k] =
= [i(jk)1 = [i] o [jk] = [i] o {[j] o [k1}. Evenzo

gelden de beide distributieve wetten:

[id o {L31 + [k1} = [i] o [j+k] = [i(j+k)] = [ij+ik] =
= [ij] + [ik] = [i] o [j] + [i] o [k]
en
{0i1 + [§1} o [k1 = [i+j]1 o [k] = [{i+j)k] = [ik+jk] =
= [ik] + [jk] = [i] o [k1 + [j1 » [k].

Dus Jn voldoet aan het 2% en 3e axioma in definitie 9.1. Dan is
(Jn,+,°) een ring.

De klassen [0] en [1] fungeren als nul-element resp. één-element in
deze ring, terwijl [n-al] = [-al] de additieve inverse is van [a] in
J - Omdat [i] o [j1 = [J] ° [i] voor alle [11,03] € Jo» is Jn een

commutatieve ring.
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X. Elementaire gevolgen van de definitie van een ring

Stelling 10.1. R is een ring. Voor alle a,b,c € R geldt:

1) 0°a = a°0 = 0,

2) a°(-b) = (-a)ob = -(a°b)

3) (-a)o(-b) = a°b en

L) a°(b-c) = acb-acc, (b-c)ea = bea-cea,

waarin O het nul-element is van R, -a de additieve inverse is van a en

b-c = b+{-c).

Bewijs
1). Uit 0+0 = 0 volgt 0°a = (0+0)ca = Oca+0°a. Dus uit de vereenvoudi-

gingswet voor de additieve groep (R,+) volgt ac0 = 0. Evenzo geldt
a°0 = g°(0+0) = gc0+ac0— a°0 = 0 (§2, st. 2.2).
2) Uit b+(-b) = 0 volgt a°(b+(-b)) = acb+ac(-b) = ac0

1

0 (1), dus
ao{-b) = -(a°b), want de additieve inverse is eenduidig bepaald.
Evenzo: a+(-a) = 0= 0 = 0°b = (a+(~-a))°b = acb+(-a)ob, dus
(-a)sb = ~(aoch):

3) (~a)o(-b)-= ~{(-a)ob} volgens (2)
4) ao(b-c) = ac(b+(-c)) = aob+ac(-c)

(b-c)oa = (b+(-c))ea = bea+(~c)oa

-{-(a°b)} (2) = acb.
acb+(-(acc))

boa+(-(cea))

gob-goc.

bea-cea,.
We zullen nu het begrip "nuldeler" invoeren.

Definitie 10.2. R is een ring en a(#0) € R. Dan heet a een linker-

(rechter-) nuldeler van R als er een element b # O in R bestaat zodat

acb = 0 (bea=0). Een nuldeler is elk element van R dat of een linker-
Of een rechter-nuldeler is.

Volgens def. 10.2 is O geen nuldeler en als R een &én-element e bevat,
dan is e geen nuldeler.

Een voorbeeld van een ring met nuldelers is Jn’ waarin n > 1 een

s I

samengesteld getal is; als n = n.n, in Z (0O<n <n), dan is het pro-

1 2
duct [n1] ° [n2] = [n] = [0] in J (zie voorbeeld 6, pag. 59).

$y1l. ZC 86, afl. 10
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Als R een ring is zonder nuldelers ken men uit de betrekking acb = 0

(a,beR) concluderen dat 6f a = 0 8f b = 0.

Stelling 10.3. &Een ring R heeft geen nuldelers dan en slechts dan als

hij voldoet asn de vereenvoudigingswet voor de vermenigvuldiging; d.w.z.
voor alle a,b,c € R geldt: a # 0, ab = ac~> b = ¢ en

a # 0, ba = ca=> b = ¢,

Bewijs. Stel R heeft geen nuldelers en ab = ac, a # 0. Dan is

a(b=c) = 0= b-c = 0, dus b = c.

Evenzo: ba = ca, a # 0= (b~c)a = 0, a # 0= b~c = 0 of b = ¢,
Omgekeerd, stel R voldoet aan de vereenvoudigingswet.‘Neem agn ab = 0
met a # 0, Dan is ab = a0~ b = 0.

Evenzo: . ab = 0, b # 0~ gb = 0b, b 2 0~ a = 0,

Dus er zijn geen nuldelers in R.

Definitie 10.4. Een integriteitsgebied is een commutatieve ring met

één-element en zonder nuldelers.

Een voorbeeld ven een integriteitsgebied is de ring Z van de gehele ge-
tallen. Ook de ringen Q (rationele getallen) en R (re&le getallen) zijn
integriteitsgebieden. Uit stelling 10.3 volgt dat de vereenvoudigings-

wet voor de vermenigvuldiging geldt in een integriteitsgebied.

Definitie 10.5. (R,+,°) is een ring en S ¢ R is een niet-lege deelver-

zemeling van R. Als het systéem (S,+,0) zelf een ring is, met de optel=
ling en vermenigvuldiging in S dezelfde als in R (beperking tot S), dan
heet (S,+,0) een deelring van (R,+,0).

Volgens def. 9.1 is S een deelring van R, als (S,+,) een ondergroep is
van (R,+), de vermenigvuldiging een binaire operatie is op S en voldoet
aan de associatieve wet en de beide distributieve wetten.Omdat asn de
laatste eis voor elementen van S, als elementen van R, is voldaan, kun=-
nen we deze weglaten in de definitie van een deelring. Dus:

Het systeem (S,+,0) vormt een deelring van de ring (R,+,o) dan en
glechts dan als

1) S een niet-lege deelverzameling is van R,

2) (8,+) een ondergroep is van (R,+), en

3) dé&verzameling S gesloten is t.o.v. vermenigvuldiging.
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Uit §3, st. 3.3 volgt dat (S,+) een ondergroep is van (R,+) als S een
niet-lege deelverzameling is ven R en a-b € S voor a,b € S. Hierdoor is
het mogelijk het begrip deelring van een ring op de volgende wijze te

karskterizeren:

Stelling 10.6. R is een ring en S is een niet-lege deelverzameling in

R. Dan is S een deelring van R dan en slechts dan als
1) a,b € S= a-b ¢ 8 (gesloten onder verschil)

2) a,b € S= a°b € S (gesloten onder vermenigvuldiging).

Bewijs. Als S een deelring is van R, dan is S een ring, dus 1) en 2)
zijn geldig, omdat + en ° binaire operaties zijn op S en

a-b = a+(-b) (-bes).

Omgekeerd volgt uit 1) en 2) dat S een deelring is. Voor a,b € S geldt
atb = a+(~-(-b)) = a~(-b) € S, want b € S=> b-b = 0 € S en ~

b e S—=+ 0-b=-b¢€ 8.

Ock a,b € S— a°b € 5, dus + en ° zijnAEinaire operaties op 8. S # §

en 1) geldt, dus (S,+) is een groep, en (8,+) ¢ (R,+), dus (8,+) is een
commutatieve ondergroep van (R,+).

De associatieve wet en de distributieve wetten gelden in S, omdat ze
geldig zijn in R.

Uit §3, st. 3.2 volgt dat het nul-element van S gelijk is aan dat van R
en dat de additive inverse van een element a van de deelring S hetzelf-

de element is als de inverse van a, a opgevat als element van R.

Voorbeeld
1. Tedere ring R heeft twee deelringen, n.l. de verzameling {0}, be-
staande uit het nulelement van R en R zelf. Deze twee deelringen

heten de triviale deelringen van R. S deelring van R en S # R, dus

S « R, dan heet S echte deelring van R.

2. De verzameling Z2 van even getallen is een deelring van de ring 2
van de gehele getallen.

2(n-m) € Z,

2(2nm) € 22.

TImmers: 2n - 2n
(2n)(2m)

Uit dit voorbeeld blijkt dat in een ring met é&n-element, een deelring

fiiet het é&n-element behoeft te bevatten.
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Definitie 10.7. R is een willekeurige ring. Het centrum van R is als

volgt gedefinieerd:
cent R = {aeR | ar = ra, VreR}.

Het is duidelijk dat een ring R commutatief is dan en slechts dan als
cent R = R.

Stelling 10.8. R is een willekeurige ring. Dan is cent R een deelring

van R.

Bewijs. cent R # @, want O € cent R. Stel nu, dat a,b € cent R. Dan is
ar = ra, br = rb, Vr € R. Dus, voor een willekeurig element r ¢ R,

geldt:
(a-b)r = ar-br = ra-rb = r(a-b),
zodat a-b € cent R. Evenzo geldt:
(;b)r = a(br) = a(rb) = (ar)b = (ra)b = r(ab),

dus ab € cent R. Volgens st. 10.6 is cent R een deelring van R.

Er is al opgemerkt dat, als een ring een &één-element heeft, dit niet

Juist behoeft te zijn voor deelringen. Men heeft ook andere mogelijk-

heden:

1) Een deelring heeft een €én-element, maar de hele ring niet.

2) Zowel de ring als é&n van zijn deelringen bezitten één-elementen,
maar deze zijn verschillend.

In elk van de gevallen 1) en 2) is het één-element van de deelring een

nuldeler in de omvattende ring. Immers, stel e' # 0 is het één-element

van de deelring S. We nemen verder aan, dat e' niet als &én-element

voor de hele ring R fungeert. Dus bestaat er een element a € R met

ace' # a. Het is duidelijk dat (ace')ce' = aoc(e'ce') = goe', want S is
gesloten t.o.v. vermenigvuldiging en e'ce! = e' in 8. Dus
(ace'-a)oe' = 0. Nu is ace'-a # 0 en e' # 0, dus de ring R heeft nul-

delers en in het bijzonder is e' een nuldeler.
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Voorbeeld

3.

Beschouw de verzameling R = ZXZ, (Cartesisch product). Men kan R
een ring-structuur geven door optelling en vermenigvuldiging compo-

nentsgewijze te definiéren:

(a,b) + (c,d) = (a+c, b+d)
(a,b)(c,d) = (ac, bd).

Dat aan de ring-axioma's is voldaan, volgt uit het feit, dat Z en
Z, ringen zijn. Het nul-element van R is (0,0), de inverze van
(a,b) is (-a, -b).

De verzameling 7x{0} = {(a,0) | a€z} vormt een deelring S van R.
Immers: S is niet-leeg, ((0,0)es). Uit (a,0),(b,0) € S volgt:
(a,0)~(b,0) = (a-b,0) € S en (a,0)(b,0) = (ab,0) € S. S heeft (1,0)
als één-element, want (1,0)(a,0) = (a,0)(1,0) = (a,0) voor iedere
(a,0) € S. Maar R heeft geen één-element. Stel (a,b) is één-element
van R, den is (a,b)(1,0) = (a,0) =-(1,0), dus a = 1.

Maar (1,b)(1,2) = (1,2b) = (1,b), zodat b = 1, hetgeen niet kan
wegens b € Z2.

Als men R = Zx7 kiest met componentsgewijze optelling en vermenig-
vuldiging, dan is 2x{0} een deelring van R met &&n-element (1,0).
Maar dit één-element is verschillend van dat van R, omdat (1,1) het
één-element is van R, zoals direct uit de vermenigvuldiging blijkt.
Het element (1,0) moet een nuldeler zijn in R; inderdaad geldt

(1,0)(0,1) = (0,0), waarin (0,0) het nul-element is van R.

Als R een willekeurige ring is en n een positief geheel getal, dan

defini&ren we de n° macht van a (aeR) inductief als volgt:

a' =a, a =a oa,
Hieruit volgen de gebruikelijke regels voor exponenten:
m _ ntnm n\m nm
=a , (a)

n
a oa = a n,m > 0, n,m € Z.

Kies m vast en pas inductie toe naar n:



8 loa™ = goglt = am+1,
stel aJog™ = am*J, myj > 0, m,j € Z.
Dan is aj+1°am = (éj°a)°am = aj°(a°am) = aj°(am°a) =

_ (aj°a Jog = am+j° m+j+1.

( 1)m = o0 a1°m’
stel (aj)m = ajm, m,j > 0, m,j € Z.

(aj+1)m =

= (ado )= (ad)Mog® = gm0 o dmm a(3+1)m

Dan is .
In het algemeen volgt uit a°b = boa (a,beR), dat alle machten van a
commuteren met alle machten van b, dus (aOb)n = an°bn voor ieder posi-
tief geheel getal n.

R is een gegeven ring met é&n-element e. Dan heet een element a € R een
eenheid, als a een inverse a_? € R bezit t.o.v. de vermenigvuldiging,

d.W.Z.

Als a een eenheid is, is a_1 eenduidig bepaald. Stel n.l.

a°b = ga°c = e = a o°(a°b) = a o(goc)

of .
eogc => b = ¢,

e°b

T.o.v. de vermenigvuldiging in R vormen de eenheden in R een groep R,
R" is zeker niet leeg, want e en -e behoren tot R”.

Als a een eenheid is in R, dus als a,-1 bestaat in R, kunnen negatieve
machten van a ingevoerd worden. Men definieert: a » = (a-1)n voor n > 0,
n € Z., Per definitie is ao = e. Daarmee heeft het symbool a" betekenis
voor ieder geheel getal n, als men zich beperkt tot a is eenheid.

Voor ieder positief geheel getal n, defini&ren we het n° natuurlijke

veelvoud na recursief als volgt:

F
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1a = a en na = (n-1)ata, als n > 1.

0 (eerste O.= getal 0, tweede O = nul-element van

We spreken af: Oa
R) en (-n)a = -(na), n > 0, n € Z.
Hiermee is de definitie van na uitgebreid tot alle gehele getallen n.

Voor gehele veelvouden gelden identiteiten:

(n+m)a = na+ma
(nm)a = n(ma) =«
n{a+b) = natnd

voor a,b € R en willekeurige gehele getallen n en m.

We zullen de laatste formule asantonen. Voor n = 1 geldt:

1(a+b) = a+b = latlib;

stel jla+b) = ja+jb, ‘ j>1, J et

Dan is (j+1)(a+b) = j(atb)+(a+b) = jatjb+a+tb = jatatjb+b =
= (j+1)at+(j+1)>.

Dus n(a+b) = na+nb voor iedere n ¢ Z, n > O.

Ook is O(a+b) = 0 = 0a+0b. Tenslotte is

(-n)(a+b) = -(n(a+b)) = -(na+nb) = -(nb)-(na) =

= (-n)(a)+(-n)(b) voor n € Z, n > O.

Dus de formule is Juist voor iedere n € Z.

Uit de distrinutieve wetten volgen nog:

n(ab) = (na)b = a(nb)

(na)(mb) = (nm)(ab)
voor a,b € R een willekeurige gehele getallen n en m.

Opmerking. De uitdrukking na moet niet worden beschouwd als een ring-

product; in feite is het mogelijk dat n niet tot R behoort. Het symbool
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na is alleen een gemakkelijke manier om een zekere som van elementen
van R aan te duiden. Als R een &én-element e heeft, is het mogel:ijk na
als een product van twee ring-elementen voor te stellen n.l.

na = n(ea) = (ne)a, met ne,a € R.
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XI. Idealen

Deelringen zijn, als men verder geen beperkingen oplegt, te algemeen
om gewenste resultaten, zoals de fundamentele homomorfie~stelling voor
ringen, af te leiden. We zullen daarom in dit hoofdstuk onze aandacht
beperken tot een klasse van deelringen met een sterkere eis van geslo=-
ten zijn t.o.v. de vermenigvuldiging, n.l. het gesloten zijn t.o.v.

vermenigvuldiging met een willekeurig ring-element.

Definitie 11.1. Een deelring I van een ring R heet een twee-zijdig-

ideasl in Rals r € R en a € I impliceren dat zowel ra € I als ar ¢ I.
Anders gezegd, als €én van de factcren in een product van 2 ring-ele-
menten uit R tot I behoort, dan moet het product tot I behoren.

In verband met stelling 10.6 kan men definitie 11.1 vervangen door

Definitie 11.2. I is een niet-lege deelverzameling van een ring R.

Dan is I een twee-zijdig ideaal in R als geldt:

1) a,beI=p>a -bel,en

2) reR,acecl=>raclenarcl,

Als de voorwaarde 2) wordt verzwakt in deze zin dat men alleen eist dat
het product ra € I voor iedere keuze van r € R en a ¢ I, dan spreekt:

men van een links-ideaal; rechts-idealen worden analoog gedefinieerd.

Als R een commutatieve ring is, is er geen onderscheid tussen links-,
rechts~ en tweezijdige idealen.
Afspraak. In het vervolg zullen we met de term "{deaal" steeds een

twee-zijdig ideaal bedoelen.

Voorbeelden,

1) 7 is de ring van de gehele getallen.
Stel (n) is de verzameling nZ van alle gehele veelvouden van nj
d.w.z. (n) = {nm | m e Z}.
Dan is (n) een ideaal in Z;

n(m-k),

n(km), m,k € Z.

nm - nk
k(nm)

Syll. ZC 86, afl.11
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In het bijzonder geldt (2) = 2Z, de ring van de even getallen is
een ideaal in Z. Merk op, dat (0) = {0} en (1) = Z (triviale idea~
len).

Niet iedere deelring van een ring is een ideaal. Bijv., K is de
ring van re€le getallen. Dan is Z een deelring van K, maar Z is
geen ideaal in K.

Immers, %-e K, 1 € Z, maar %u1 & 7.

2) We beschouwen de ring
map (X,R) = {f | £ : X > R}

van voorbeeld 5 op pag.58.: R is een ring en X is een willekeurige
niet~-lege verzameling.

Kies x vast in X.

Definieer Ix = {f | £ e map (X,R); (x)f = 0}.

Kies f, g € I _enh willekeurig in map (X,R).

Dan volgt:
(x) (f-g) = (x)f - (x)g =0 ~0=0,
(x) (fen) = (x)f o (x)h =0 o (x)h = 0,
(x) (hef) = (x)h o (x)f'= (x)h o 0 = 0.

Dus f - g, £ o h en h o £ behoren alle tot Ix’ zodat IX een ideaal
is in map (X,R).
Algemener: S is een willekeurige niet-lege deelverzameling in X.

Definieer:
I=1{f| £ emap (X,R); (x)f = 0 voor alle x € S}.

Dan-is I een ideaal in map (X,R). Omdat I = n IX hebben we een
xed
situatie, waarin de doorsnede van idealen weer een ideaal is. Dit

geldt echter algemeen (zie st.11.5).

Voordat we het volgende voorbeeld geven, eerst een stelling voor ringen

met één-element.

Stelling 11.3. R is een ring met é&n-element e. I is een echt (rechts-.

links-, 2-zijdig) ideaal in R. Dan heeft geen enkel element van R een

&
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inverse t.0.v. de ‘vermenigvuldiging; d.w.z. I n R" = ¢ (zie pag.66).

Bewijs. Stel a# 0 e I en a2 bestaat in R, of a is eenheid in R.

(De stelling is triviaal, als I = {0}). Dan volgt e = a 'l oael
(def.11.2). Dus ook r = r o e € I (def.11,2) voor iedere r € R. Dus
RcIenI =R, Dit is in tegensprask met het gegeven, dat I een echte
deelverzameling is wvan R.

Een direct gevolg is

Gevolg 11.4. R is een ring met &én-element. Dan bevat geen enkel

echt (rechts-, links-, 2-zijdig) ideaal het &é&n-element.

Voorbeelden.

3) 2[i] is de ring van de gehele getallen van Gauss. (zie pag.59).
Definieer

I={a+bi| azo0(2)en bz 0(2)}.

Dan is I een niet-lege deelverzameling van Z[il. Uit a, =-0(2) en

0(2) volgt a, -8,

a

o z 0(2) en a,r = 0(2) met-a,, 8,, r € Z. Dus-

1

. . . 1) - Y o _ Y
a, *+ bi,a, * byl € I=> (a1 b11) (a2+b21) (a1 ag) + (b1 b2)1 e I

en

a, + b1i eI, r+sieZlil=> (a1+b1i) o (r+4si) =

= (a1r-b s) + (a s+b1r) i e I.

1 1

Evenzo geldt: (r+si) o (a1+b1i) € I. Dus I is een ideaal in Z[i].

Evenals in de ring 7 gebruikt men de notatie I = (2).

L) Mn(R) is de ring van n * n-matrices over R. (zie pag.56). We willen
aantonen dat Mn(R) geen niet-triviale idealen heeft, als R de ring
is van de re&le getallen.

Hiertoe voeren we in: Eij = (eij) met e.. = 1, = 0 voor k # i

. e

1] kt
en/of t # j. Dus Eij is de n x n-matrix met 1 op de plaats(i,j) en
op alle andere plaatsen O.

Stel I # {0} is een ideaal in de ring Mn(R). I bevat een matrix
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(aij) # nul-matrix met bijv. C # 0. Omdat I een ideaal is in

Mn(R), is het product-

Err (bij) (aij) Ess

een element van I, waarin de matrix (bij) gedefinieerd is-door:

_ =1 A ) . .
bii’_ ars voor 1 = 1, 2, ooy T €0 bjk' 0 voor J # k.
n
Als (cij) =E_. (bij)’ dan is ¢, = 121 ey ; bj;» maar e . = 0 voor
n
k # r enfof i # r, dus Cx1 =0 voor k # r} Cy = iZ1 € s bil‘=
€., brl’ want eri =0 voor 1 # r. Ook is brl = 0 voif.r # 1, dus
c. =0voor r#1, Tenslotte isc__=e Db _=a_ .,
rl rr rr rr - rs
n

Als (dij) = (cij) (aij), dan is dkl = i§1 i &y Zegens
s = 0 voor k # r, is dkl = 0 voor k # r; drl = i£1 C.; By =
Chpp By want c.; = 0 voor i # r. N

= .. is - = . el ' =
Als (fij) (le) E_ , dan is fiq iZ1 d; el met el) 0 voor

i# s en/of 1 # s. Dus fk =0 voor 1 # s,

1
n
: = 1 - t 1 = i °
Ock is fks i§1 dki el dks ely s want el 0 voor i # s

-1
Dus f = d e! d c a = g a =1,
rs rs ss rs rr rs rs rs

Voor k # r is dks

0, dus voor k # r is fg =0

Hiermede is aangetoond dat

Ber (bij) (aij) Bes = Brs?

zodat'ErS e I. Gemakkelijk toont men -gan dat

Eij E;. B Esj (1,35142,000,0)

zodat -alle n2 matrices Eij bevat zijn in I. Het één-element (éij)

van-Mh(r) kan geschreven worden als

8..) = oo
( 13) E11 * E22 * * Enn’
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hetgeen ledit tot de conclusie, dat (Gij) € I. Volgens gevolg
1.4 is I = Mn(R). Dus Mn(R) bevat geen echte idealen # 0, waar-

mee de bewering is aangetoond.

Een ring R # {0} noemt men enkelvoudig als R geen twee-zijdige idealen
heeft anders dan {0} en R. De matrix-ring Mn(R) is een enkelvoudige

ring.

Opmerking. Mn(R)_heeft geen echte 2~zijdige idealen # O, maar Mﬁ(R)
heeft echte rechts- (links-)idealen # 0. Bijv. in de ring M2(R) vormt
de verzameling van alle metrices van de vorm (g g), a, b € R een

rechts-ideaal, maar geen links-ideaal. Evenzo is de verzameling van
¢ O

a 0), c, d € R een links-ideaal, maar geen

alle matrices van de vorm (

rechtg~ideaal.

Stelling 11.5. Laat {Ii} een willekeurige verzameling idealen zijn in

de ring R, waarin i een index-verzameling. doorloopt. Dan is Qli ook

een ideaal in R.

Bewijs. ?Ii is niet leeg, want elk van de idealen Ii bevat het nul-
element van R. Stel nu dat a, b € QIi en r € R. Dan geldt a, b ¢ Ii
voor een willekeurige i uit de index~verzameling. Dus a - b € Ii’

ar e Ii en ra ¢ Ii’ want Ii is ideaal in R (def.11.2). Omdat dit geldt
voor iedere i, volgt hieruit dat a - b ¢ EIi’ ar € QIi en ra € ?Ii°

Dus EIi is een ideaal in R.

Laat R een willekeurige ring zijn en S een niet-lege deelverzameling
van R. Evenals voor groepen (pag.17) definiBren we het symbool (8)

als volgt:
(8) =n{I | ScI; Iis ideaal in R}.

De verzameling (8) is niet leeg, want R is ideaal in R en 8 ¢ R. Omdat
S ¢ I voor ieder ideaal I in de definitie van (8) en (8) = n I volgt
dat 8 ¢ (8).

Een direct gevolg van stelling 11.5 is dat (8) een ideaal is in R, dat

&
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bekend staat als het ideaal, voortgebracht door de verzameling S.

Uit de definitie van (S) volgt, dat voor ieder ideaal I in Rmet 8 c I
geldt dat (8) < I. Omdat ook S ¢ (8) noemt men (8) wel het kleinste
ideaal van R, dat de verzameling S bevat. Soortgelijke redeneringen
gelden voor de eenzijdige idealen in R, die door § worden voorgebracht.
In het algemeen is de beschrijving van (8) elementsgewijs ingewikkelder
dan in het geval van groepen. Als S uit een eindig aantal elementen,
bijv. Bis 855 cees B bestaat, wordt het ideaal (S) aangegeven door

(a1, 8oy o0 an). Een dergelijk ideaal heet eindig voortgebracht en

de elementen heten voortbrengenden. Een ideaal (a), dat wordt voort-
gebracht door precies é&n ring-element, heet een hoofdideaal.

Het hoofdideaal (a) is dus de doorsnede van alle idealen die a bevatten
of ‘het kleinste ideaal dat a bevat. Het rechts-ideaal (a)r, voortge-
bracht door a, is de doorsnede van alle rechts~idealen die a bevatten,
Omdat (a)r gesloten is t.0.v. vermenigvuldiging van rechts, bevat (a)r
alle producten ar(reR) evenals de elementen na(neZ), en dus alle ele~
menten van de vorm ar + na{reR, neZ). Stel I = {ar + na i r € R; n e 2},

Dan geldt:"

(ar +n1a) - (ar +n.a) = a(r1-r2) + (n1—n

57y n, € 2

)aa r—"r ‘]’ 2.

€ Ry n

1 2 2

+n. a)r = (ar r), r eR,

en (ar1 1

1)r + n1(ar) = a(r1r+n

1
dus I is een rechts-ideaal in R (def,11.2) en I ¢ (a) . Omdat

a=a,0+ 1.a ¢ I, geldt ook (a)r cI, Dus I = (a)r, zodat
(a)r ={ar +na | r € B} n ¢ Z}.

Als R een één-element e heeft, is de term na overbodig, en we kunnen

de uitdrukking ar + na eenvoudiger schrijven als:

ar + na = ar + a(ne) = a(r+ne) = ar', waarin r' = r + ne een ring-ele~
ment is. Dus de verzameling (a)r bestaat uit alle rechter-veelvouden

van a door elementen van R, ook wel aangeduid door aR:

(a)r = aR = {ar | r € R}.
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Analoge opmerkingen gelden voor links-idealen en voor het links-

ideaal (a)l°

Opmerking. De verzameling aR = {ar | r € R} is een rechts-ideaal in R,
ook als de ring geen één-element heeft. Dit ideaal behoeft echter a
niet te bevatten, bijv. th = {4.(2n) | n e 2} is ideaal in Zys de
ring van even getallen.

Last (a) het hoofdideaal zijn, voortgebracht door a e .R. Dan bevat (a)
de elementen ras, ra, &s en ne voor iedere keuze van r, s € R, n ¢ Z,
Tedere eindige som van de vorm,E riasi(ri,sieR) behoort tot (a). Dus

(a) bevat alle elementen van de gedaante:

ma + ra + as + Z r.as., r, 8, r., s; € R, n €. 2.
eindig
De verzameling J = na + ra + as + | r.as. | r, s, r;s8; € Rin € 7}
eindig

is een ideaal in R en J ¢ (a). Omdat a € J, geldt ook (a) ¢ J. Dus
J = (a), zodat

(a) = {na + ra + as + ) r.es; | r, s, ri, s; € Ry ne 7},
eindig

Als R een &&n-element e heeft, reduceert deze omschrijving van (a) tot:

(a) = { _Z o rias. | r., 8, € R},
eindlg

Voor commutatieve R geldt, in het algemeen,

(a) ={na+ra | reR, nell.
Voor- commutatieve ringen met &&n-element geldt:

(a) = aR = Ra.

Definitie 11.6. Een ring R heet een hoofd-ideaalring als ieder ideaal

I van R hoofdideaal is.

Stelling 11.7. De ring 7 is een hoofdideaalring.

Fa
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Bewijs. We tonen aasn dat ieder ideaal I in Z de vorm I = (n) met n
geheel, n =2 0, heeft. |

Als I = {0}, dan is de stelling juist, want het nul-ideaal {0} is het
hoofdideaal voortgebracht door O,

Stel I # {0} en m(#0) € I. Dan ook 0 =m = -m € I, dus I bevat een po-
sitief geheel getal (I is niet leeg). Laat n het kleinste positief ge-
hele getal zijn in I. Omdat I een ideaal is in Z, behoort ieder geheel
veelvoud van n tot I, dus (n) c I.

Stel k is willekeurig element 'in I. Volgens de delingsalgorifhmus be-
staan er gehele getallen q en r met k = gn + r en 0 < r < n. Dus

r=%k - gn € I, want k € I en gn € I. Als r > O, dan hebben we een
tegensprask met de aanname dat n het kleinste positief gehele getal is

inI.Dus r =0 en k = qn € (n). Hieruit volgt I < (n), zodat (n) = I.
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XII. Homomorfieén ven ringen.

Definitie 12.1. R en R' zijn gegeven ringen. Een ring-homomoriie van

R in R' is een afbeelding f: R + R' zodat

(a)f + (p)f
(a)f(v)f

|

(a+b)f
(ab)f

voor ieder pasr elementen a, b € R. Een homomorfie, die een bijectie
is van de verzameling R op de verzameling R' heet een iscmorfie.
Als f een homomorfie is van R in R', dan heet de verzameling (R)f =

= {(r)flr € R} het homomorfe beeld van R onder f. Als R = R', zegt men

dat f: R+ R een homomorfie is van R in zichzelf. Een homomorfie f:
R - R van R in zichzelf wordt ook wel endomorfie van R genoemd. Een

isomorfie £: R > R van R op R heet een automorfie van R.

Voorbeelden.

1) R en R' zijn willekeurige ringen en f: R - R' is de afbeelding,

waarvoor geldt (r)f 0 voor iedere r € R. Dus:

]

(a)f + (b)f
(a)f o (b)f (a,b € R),

L}
(@)
it

0+0
0.0

(a+b)f
(ab)f

it
o
]

zodat f een homomorfie is. Deze homomorfie is de triviale homomorfie.
2) Zn is de ring van gehele getallen modulo n, n > O, n vast en geheel
(zie voorbeeld 7, pag. 59). Z is de ring van gehele getallen.
Definieer f: Z - Zn door te stellen aw [al, waarin a.e Z, d.w.z.
ieder geheel getal wordt afgebeeld op de restklasse modulo n, die het
bevat. Dan geldt:

[a+b] = [al + [b] = (a)f + (b)f
[abl = [a] o [b] = (a)f o (b)f

(a+b)f
(gb)f

i

voor ieder paar a, b € Z. Dus f is een homomorfie.
3) Map (X,R) = {f | £: X > R} is de ring van afbeeldingen van een niet-

lege verzemeling X in een ring R (zie voorbeeld 5, pag. 58).

- 8yll. ZC 86, afl.12
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Definieer ¢,° Map (X,R) - R door (f)¢a = (a)f voor iedere

f ¢ map (X,R); a is een vast element uit X. Dan geldt:

(a)(f+g) = (a)f + (a)g
(a)(fog) = (a)f o (a)g

(f+g)¢a
(fe)o,

(f)¢a + (g)¢a
(f)¢a 0 (g)¢a

voor ieder paar £, g € map (X,R). Dus ¢a is een homomorfie, de z.g.
evaluatie-homomorfie in a.

Z[1i] = {a+bi I a,b € 2} is de ring van de gehele getallen van
Gauss (zie voorbeeld 6, pag. 59). 22 = {[0],[0]} is de ring van de
restklassen modulo 2. Definieer de afbeelding f: Z[i] - 22 door

het voorschrift:

(at+bi)f

[0], als a
(e+di)f c

1], als

]

Er geldt:{(a+bi) + (e+di)}f = {(a+ec) + (b+d)ilf.

Als a = b(2), ¢ = d(2), dan is atc = b+d(2), dus

{{atc) + (b+d)ilf = [0] = [0] + [0] = (a+bi)f + (c+di)f.
Als a = b(2),c ¥ a(2), dan is a + c ¥ b+d(2), dus

{(a+c) + (b+d)i}f = [1] = [0] + [1] = (a+tbi)f + (c+di)f.
Als & # b(2),c = d(2), den is atc § b+d(2), dus

{(at+e) + (b+d)i}f = [1] = [11:+ [0]= (a+bi)f .+ (e+di)f.
Als a § b(2), ¢ $ a(2), dan is at+c = b+d(2) dus

{(a+e) + (b+d)i}f = [01 = [1] + [1] = (a+bi)f + (c+di)f.

Voor de vermenigvuldiging geldt:

ac - bd + (ad+be)i.

(a+bi) o (e+di)

Nu is (acf-bd)2 = a2c2 + bed? - 2gbecd
(ad+bc)2 = a2d2 + b2c2 + 2sbed

(ac—bd)2 + (e.d.+bc)2 = (32+b2)(c2+d2).

Het produkt (a2+b2)(c2+d2) is dan en slechts dan oneven als beide

factoren oneven zijn. Ook geldt:

a® + b° oneven == a $ (2)

¢® + a° oneven = ¢ $ a(e)
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Dus (ac-bd)® + (ad+be)® oneven <> a $ b(2) en ¢ § da(2).

Ock: (ac-bd)? + (ad+be)? oneven <== (ac-bd) $ (adtbe)(2).

Dus (ac-bd) ¥ (ad+be)(2)<=> a F b(2) en c % d(2).

Dan volgt ((a+bi) o (c+di)f = {ac-bd+(ad+be)i}f = [1] , (atbi)f =
= [1] en (c+di)f = [1].

Wegens [1] o [1]1 = [1] en [1] o [0] = [0] o [1] = [0] » [0] = [0]
is ((a+bi) o (c+di)f = (a+bi)f o (c+di)f in alle gevallen.

Dus f is een homomorfie van Z [i] op 22.

Stelling 12.2. f: R~ R' is een homomorfie van de ring R in de ring
R'. Dan geldt:
1) (0)f =0

2) (-a)f = -(a)f voor iedere a € R. Als R en R' resp. het eenheidsele-

ment e, e' hebben en f is een homomorfie op i.e. Im f = R', dan
geldt:
3) (e)f = e

L) (a—1)f = (a.)f-'1 voor iedere eenheid & in R.

L}

(0+0)f = (0)f + (0)f volgt (0)f = O.
(a+(-a))f = (0)f = 0 volgt (-a)f = -(a)f.
e', dan volgt: (e)f =

Bewijs. Uit (0)f
Uit (a)f + (-a)f
Wat (3) betreft, stel a € R zodat (a)f
= (a)f o (e)f = (a o e)f = e'.

Tenslotte volgt uit (a)f o (a_1)f = (a

(a,)nf'—1 = (a_1)f, voor ieder element a in R, dat eenheid is.

o)

a"1)f = (e)f = e', dat

Opmerking. Op grond van 2) in stelling 12.2 geldt ook (a-b)f = (a)f +
(-b)f = (a)f - (b)f voor iedere keuze van &, b € R. Dus een ring-homo-

morfie respecteert verschillen, sommen en produkten.

Stelling 12.3. f: R > R' is een homomorfie van de ring R in de ring

R'. Dan geldt:

1) Voor iedere deelring S van R, is (S)f een deelring van R',
2) Voor iedere deelring S' van R' is (s~ " = {s | s € Ren (s)f ¢ 8'}

een deelring van R.
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Bewijs. 1) Per definitie is (8)f = {(a)f | a ¢ S}.
Stel nu (a)f, (b)f ¢ (S)f. Dan a, b € 8, dus a-b en a ° b behoren tot
S (st.10.6). Dus

(a)f - (b)f = (a-b)f € (8)f
en (a)f o (b)f = (ab)f € (8)f

Wegens S # § is (S)f # @, dus (S)f is deelring van R' (St.10.6)
2) Stelnu a, b ¢ (S')f—1, dus (a)f, (b)f ¢ S'. Omdat S' deelring is
van R', volgt direct dat

(a=b)f = (a)f - (b)f € 8!
en (a o b)f = (a)f o (b)f ¢ 8.

Dit ﬁetekent dat a=b, & ° b € (S')f'-1 = (S')f_1 is deelring van R.
Tmmers (s')f'1 =@, want O € R en (0)f = 0 € 8', dus O ¢ (s)e™ .,
Hiermee is de stelling bewezen. Deel 2) van st.12.3. blijft gelden,
als we "deelring" vervangen door "ideasal". Preciezer geformuleerd:
Als I' een ideaal is in R', dan is de deelring (I')f‘—1 een ideaal
in R. Immers: (I')f‘_1 is deelring van R volgens st.12.3. Stel dat
ac€ (I’)f~1, dus (a)f € I' en kies 'n element r ¢ R. Dan geldt:
(ar)f = (a)f <" (r)f € I' en (ra)f = (r)f o (a)f € I', m.a.w.

ar ¢ (I'):E"-1 en ra € (I')f-l. Volgens def. 11.2 is (I')I"_1 dan
idegel in R,

Zonder verdere beperkingen kan men niet bewijzen, dat (I)f een
idesal is in R', als I ideaal is in R. Men heeft nodig dat

r'e (a)f € (I)f voor alle r' ¢ R' en a ¢ I. Een voldoende voor-
waarde is, dat r' e R' vervangen kan worden door (r)f, r € R, zodat
men kan gebruiken dat I ideasl is in R. Het antwoord is dus duide-

1lijk: neem voor f een surjectie. Dus:

Gevolg 12.L.
1) Voor ieder ideasl I' van R' geldt dat de deelring (I')f_1 ideasal

is in R.
2) Als (R)f = R', dan is, voor ieder ideaal I in R, de deelring (I)f

een ideasgl in R'.

&
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Definitie 12.5. f is een homomorfie van de ring R in de ring R'.

De kern van f, aangeduid door ker f, bestaat uit die elementen van

R, die door f op het nul-element van de ring R' worden afgebeeld:
ker £ = {a € R | (a)f = 0}.

Uit stelling 12.2 volgt dat ker f een niet-lege deelverzameling is van
R, omdat O € ker f. Behalve in het geval van de triviale homomorfie,

is de kern steeds een echte deelverzameling van R.

Stelling 12.6. De kern van een homomorfie f van een ring R in een

ring R' is een ideaal in R.

Bewijs; We hebben gezien dat de verzameling {0}, bestaande uit het
nul-element van R', een deelring is in R', een z.g. triviale deelring
(p.63). Omdat r' o 0 = 0 ¢ r' = 0 voor iedere r' ¢ R', is deze deel-
ring {0} ook ideaal in R' (def.11.2). Uit de definitie van ker f volgt:
ker £ = (O)f—1, dus ker f is ideasl in R volgens gevolg 12.4 (1).

Stelling 12.7. ZEen homomorfie f van een ring R in een ring R' is in-

jectief dan en slechts dan als ker f = {0}.

Bewijs. Stel dat de afbeelding f injectief is. Omdat (0)f = 0, volgt
uit (a)f = 0 = (0)f voor een element a ¢ R, dat a = 0. Dus ker £ = {0}.
Omgekeerd, stel dat ker f = {0}. Als a, b € R met (a)f = (b)f, dan
volgt (a-b)f = (a)f - (b)f = 0, dus a~b ¢ ker £ = {0}. Daarom is a = Db

en f injectief. Hiermee is de stelling bewezen.

Definitie 12.8. R en R' zijn gegeven ringen. Dan is R isomorf met R',

asngeduid door R= R', als er een homomorfie f van R op R' bestaat,

die een bijectieve afbeelding is.

Uit de definitie volgt direct, dat, als R= R', ook geldt R' = R.
Immers els f: R =+ R' een bijectie en een homomorfie is, dan geldt dit
ook yoor f-1: R' » R. Men zegt daarom, dat twee ringen R en R' isomorf

zijn zonder aan te geven dat R isomorf is met R' of R' isomorf is met R.
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Twee isomorfe ringen, ofschoon in het algemeen formeel niet identiek,

zijn venuit algebraIsch standpunt identiek: er bestaat een afbeelding,

die de algebralsche structuur van een ring op de ander overbrengt. In

het geval dat de homomorfie f: R - R' injectief is, heeft men een

bijectie f': R~> Im f van R op Im £ (in R'). Voor alle a,beR geldt: (a+b)f' =
(a+b)f = af + bf = af' + bf' en (ab)f' = (ab)f = (af)(bf) = (af')(bf').

Dus f' is een homomorfie. De ringen R en Im f zijn dus isomorf. Omge-

keerd, als R en R' isomorfe ringen zijn, dan is er een bijectie g:

R > R' van R op R', die tevens homomorfie is (def.12.8). Volgens

st.12.7 geldt dus ker g = {0}. Men heeft dus

Gevolg 12.9. Een homomorfie f: R -~ R' van een ring R op een ring R!'

met ker f = K is een isomorfie van R op R' dan en slechts dan als
K = {0},

Voorbeeld. R is een ring met &én - element. e en de afbeelding f:
Z »~ R wordt gegeven door (n)f = ne, n ¢ Z. Dan is f een homomorfie van

Z in R:

(n+m)f = (n+m)e = ne + me = (n)f + (m)f

(nm)f

(m)e = n(me) = (ne)(me) = (n)f o (m)f.

Ker f is een ideaal in Z (st.12.6) en Z is een hoofdidesalring (st.11.7)

dus
ker £ = {neZ | ne = 0} = (t),

t geheel, t > 0. In het speciale geval, dat t = 0, volgt ker £ = {0},
dus f is injectief. Men heeft den Z ® Im f (cR) en men noemt f een
isomorfie van Z in R. In dit geval bevat R dus een deelring Im f, die

isomorf is met de ring van de gehele getallen.
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XIII Factorringen en homomorfie~stellingen.

R en R' zijn gegeven ringen en f: R > R' is een ring-homomorfie van

R op R'. Wegens (R)f = R', bepaalt ieder ideaal I van de ring R een
ideaal (I)f in de ring R' (gevolg 12.4). Men zou kunnen denken dat in
dit geval de idealen van R één~éénduidig corresponderen met die ven R!
volgens de afbeelding f. Dit is echter, in het algemeen, niet juist.
Immers, stel I en J zijn idealen in R, waarvoor geldt: I ¢ J < I + ker f,
waarbij I + ker £ = {i + ali € I, a ¢ ker £}, dan geldt (I)f c (J)f ¢

c (I+ker £)f = (I)f, dus (I)f = (J)f. Idealen I en J in R, die verschil=~
lend zijn, kunnen dus hetzelfde beeld hebben in R'. '
Men kan dit verbeteren door Of te eisen, dat ker f = {0} 3f door alleen
idealen I in R te beschouwen waarvoor geldt ker £ ¢ I. In beide gevallen
volgt- det I ¢ J ¢ I + ker f c I, zodat T =J. Als ker £ = {0} dan is de
afbeelding f een bijectie en R = R (gevolg 12.9). Het is duidelijk dat
er dan ook een bijectief verband tussen de idealen van R en die van R!

bestaat. We zullen nu het tweede geval: ker f c I nader onderzoeken.

Hulpstelling 13.1. f : R ~ R' is een homomorfie van R op R'. Als I een
ideaal is in de ring R met ker f c I, dan geldt I = ((If)f-1.

Bewijs. Stel a is een element in R met a ¢ ((I)f)f_q,

dus (a)f € (I)f. Dan is (a)f = (r)f voor een element r ¢ I. Dus
(a=r)f = 0 of & =r € ker £ ¢ I, Hieruit volgt a ¢ I, zodat ((I)f)f"~1 < I.

Omdat I < ((I):t‘)f'1 altijd geldt, volgt hieruit dat I = ((I)f)f-1.

Stelling 13.2. (Correspondentie~-stelling)

f ¢+ R~ R' is een homomorfie van de ring R op de ring R'. Dan is er een
bijectief verband tussen die idealen I van R waarvoor geldt ker f c I
en de verzameling van alle idealen I' in R'; de correspondentie wordt

gegeven door I' = (I)f, als I idemsal is in R met ker f c I.

Bewijs. We tonen eerst aan dat de genoemde correspondentie surjectief

is, d.w.z. dat ieder ideaal in R' beeldelement is. M.a.w., als I' een

Syll. ZC 86, afl.13.

&
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ideaal is in R', moeten we een ideaal I in de ring R bepalen met

ker £ ¢ I en zodat (I)f = I', Men kan I = (') nemen. Volgens ge-
volg 12.4 (1) is (:[')f"1 een ideaal in R. Omdat O ¢ I', is ker f =

= (o)™ g_(I')f-1. Ook volgt (I)f = ((x1)£7")f. Uit de definitie van
(I')f-1 volgt dat ((I')f-1)f\g_I'. Nu is f een op-afbeelding, dus bij
i' € I' vestaat r ¢ R zodat (r)f = i'. Maar dan is r € (I')f-1, dus
i' e ((I!)f"1)f, zodat I' g.((I')f—1)f en I' = ((I")£™)f = (I)f.
Vervolgens tonen we de injectiviteit van de correspondentie aan. Stel
dus dat I en J idealen zijn in R met ker f ¢ I, ker £ < J en zodat

(I)f = (J)f. Uit hulpstelling 13.1 volgt nu:

I= (s = (D)™ = 7.

Dus de correspondentie is bijectief: I <= (I)f met ker f ¢ I, waar-
mee de stelling is bewezen.
Men ksan nog opmerken, dat de correspondentie inclusie=behoudend is;
d.w.z. als I & J voor idealen I en J in R met ker £ ¢ I, ker £ c J,
dan is (I)f c (J)f. Omgekeerd, als I' c J' voor idealen I', J' in R',
den is (1')f”" g_;(J')f'1 in R.
Het begrip ideaal heeft een equivalentie-relatie tot gevolg. Evenals
in de groepentheorie met betrekking tot groep en ondergroep is inge=~
voerd (zie def.5.1., p.22) kan men met betrekking tot ring en ideaal
definiéren: R is een ring en I is een ideaal in R. Stel a, b € R,
Den is @ = b mod I als a -~ b e I
De betrekking "a = b mod I" is een equivalentie~relatie. Het bewijs
hiervan wordt asn de lezer overgelaten.

"

De relatie "= mod I" induceert een partitie van R in equivalentie~

klassen, die we nu nader bekijken.

Stelling 13.3. Als I een ideagl is in de ring R, dan is de equivalen~

tie~klasse van b € R voor de relatie = mod I de verzameling

p+I={b+1i]| ie I},

b mod I}. Als a = b + 1 behoort tot

t

Bewijs., Stel [b]l ={xe R | x

b+ I, dan is a -~ b = 1 € I. Volgens definitie van = mod I betekent dit
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dat & = b mod I, dus a € [bl, zodat b + I c [b]l. Omgekeerd, als x ¢ [b],
den geldt x = b mod I, dus x ~ b = 1 voor een element i € I, zodat
x=b+1ieb+ I, Dus de inclusie [b] < b + I is ook geldig en

[b]l =D + I. |

Het is gebruikelijk om een verzameling van de vorm b + I een restklasse

van I in R en het element b een representant van de klasse b + I te

noemen.
De volgende stelling geeft enkele basis-eigenschappen van restklassen.
Deze eigenschappen zijn een direct gevolg van bekende eigenschappen van

equivalentie-klassen.

Stelling 13.4. R is een ring en I is ideaal in R. Stel a, b ¢ R,

Dan geldt:
1) a+ I =1 dan en slechts dan als a ¢ I.
2) a+I=b+ I dan en slechts dan als a = b € I.

3) ofa+ I =Db+Idf (atl) n (b+I) = g,

Bewijs. 1) Stela+I=1I=>a=a+0¢€a+1I=1I,

Stel a € I. Dan is a + i € I voor iedere i € I, dus a + I c I,
Ock is i = a + (i~a) € a + I voor iedere i ¢ I, dus I < a + I.
Dus I = a + I,

2) Stel a
Stel a -b e I. Dus a=ZbmodIof aeb+I,dusa+1Ichd+ I,
Evenzo b = amod T of b € a + I, zodat b + I c & + I,

Dus a + I =D + I,

3) Stel (a+I) n (b+I) # @, bijv. c € (at+I) n (b+I).

Dus ce a+Ienceb+Iofc=a+ i1 =D + i2, i1, i2 e I,

+ I =9 +I=>aca+I=b+I=>>g3z%bmdI-—>8eDbeclI.

Dan a = b = i2 - i1 € I, dus a+ I =b + I volgens 2),

Evenals in de groepentheorie met betrekking tot normaaldelers, kan men
de verzameling van verschillende restklassen van I in R een ring-struc=—
tuur geven. We zullen het symbool R/I gebruiken om de verzameling ven

alle restklassen van I in R aan te geven, d.w.z.

R/I ={a+ I | a e R},
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Op R/I worden twee binaire operaties + en o gedefinieerd door:

(a+I) + (b+I) (a+b) + I

(a+I) o (b+I)

Men moet nu aantonen, dat deze "optelling" en "vermenigvuldiging" van
restklassen mod I ondubbelzinnig is gedefinieerd, d.w.z. onafhankelijk .
van de keuze van de representanten in deze klassen.

Stel dearom a + I =a' + T en b+ I =5"+I, Dus a~a'elen

b~b' eI (st, 13,4), of a =a' =i enb =Db' = i, e I.

2* 2 T2

Dan volgt (a+b) = (a'+b') = (a=a') + (b-b') = i1 + i2 € I, dus

(a+b) + I = (a'+b') = I (st. 13.4). Het resultaat is dus dat (a+I) +
+ (b+I) = (a'+I) + (b'+I). Met betrekking tot de vermenigvuldiging ven

1

restklassen mod I, merken we op dat ab — a'b' = a(b~b') + (a-a')b' =

= ai2 + i1 b' € I, omdat ai2 € I en i1 b' € I, Dug ab + I = a'd' + I

of (a+I) o (b+I) = (a'+I)o (b'+I). De definitie van vermeningvuldiging

is zinvol.

Stelling 13.5. R is een ring en I is een ideaal in R. Dan is R/I, met

de gedefinieerde optelling en vermenigvuldiging, een ring, die bekend

staat als de factorring of restklassenring van R naar I.

Bewijs. (R/I,+) is een commutatieve groep wordt op dezelfde manier
bewezen, als in st.5.14 (p.29 en 30). De commutativiteit van de op~-

telling volgt uit:
(a+I) + (b+I) = (a+b) + I = (b+a) + I = (b+I) + (a+I).
De associativiteit van de vermenigvuldiging is een gevolg van de as~

sociativiteit in R:

{(a+I) o (b+I)} o (c+I) = {ab + I} o (c+I)= (ab)e + I = al(be) + I

= (a+I) » {bc + I} = (a+I) o {(b+I) o (c+I)}.

De distributieve wetten zijn eveneens een gevolg van dezelfde wetten
in R.

We merken nog op, dat de restklasse I = 0 + I het nul~element in R/I is

&
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en dat de additieve inverse van a + I (acR) de klasse ~a + I is,
In st.12.6 hebben we gezien, dat bepaalde idealen voorkomen als ker—
nen van homomorfieén. We zullen nu aantonen, dat ieder ideaal inder-

daad op deze menier ontstaat.

Stelling 13.6. I is een ideaal in de ring R. Dan is de afbeelding:

nat 1° R » R/I gedefinieerd door (a)natI = g + I een homomorfie wvan

R op de factorring R/I.-De kern van natI is precies de verzameling I.

,Bewijs. Voor iedere a € R geldt: a=a+0ca+l en wegens st.13, h

behoort a dus tot precies &én restklasse, Dus de afbeelding natI

= (at+b) + I = (at+I) + (b+I) = (a)nat. + (b)nat

zinvol, Er geldt: (a+b)nat I

I
en (ab)natI =agb + I = (a+I) o (b+I) = (a)nat

I
7 ° (b)natI. Dus nat, is
een ring-homomorfie., Ieder element van R/I is een restklasse a + I, met
a € R en per definitie is (a)natI =a+ I, dus natI is surjectief.
) ={a e R | (a)nat_ = I}

Tenslotte geldt: ker(nat

I I

{aeR|a+I=1I}=1

wegens stelling 13.L4, Hiermee is de stelling bewezen. Men noemt de af-
beelding natI, die aan ieder element in R de restklasse in R/I toevoegt
waarvan het een representent is, de natuurlijke afbeelding van R op

de factorring R/I.

Yoorbeeld. 7 is de ring van de gehele getallen en n is een positief
geheel getal. Beschouw het hoofdideaal (n) in Z. De restklassen ven (n)
in Z hebben de vorm: a + (n) = {a + kn | k € Z}, waaruit blijkt, dat de
restklassen van (n) precies de congruentie-klassen modulo n zijn. Wat
eerder werd ingevoerd als de operaties voor de congruentieklassen mo-
dulo n resp. als het samenstellen van nevenklassen(zie voorbeeld 6, §1
resp. voorbeeld p.30) kan nu worden beschreven als het samenstellen

van restklassen in Z/{n):

(a+(n)) + (b+(n))

a+ b+ (n)

(a+(n)) o (b+(n))

ab + (n).
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(z/(n),+) valt samen met wat op p.30 is genoemd: Z/Zn,

Kortom, de ring E; van gehele getallen modulo n, n > 0, kan opgevat
worden als de factorring van % naar (n).

De afbeelding nat : 72 > 7, gedefinieerd door a ~ [al= a + (n),
(n) n

is de natuurlijke afbeelding van Z op de factorring E;, (vgl. voor=
beeld 2, p.T7).

We passen nu de correspondentie-stelling toe op het geval, dat we
beginnen met een ideaal I in R en voor de homomorfie f de natuurlijke

afbeelding nat; : R~ R/I nemen. Omdat ker(natI) =1 (st.13.6) moet de

formulering iets gewijzigd worden:

Stelling 13.7. Laat I een ideamal zijn in de ring R. Dan bestaat er een

bijectief verband tussen die idealen J van R waarvoor geldt I < J en
de verzameling van alle idealen J' van de factorring R/I, J' wordt

gegeven door (J)nat_ = J', met J idemal in Ren I cd.

I
Nu is (J)natI ={j+I]| jed}=Jd/I, omdat I-ook idesal in J is. Anders
gezegd:de idealen van R/I hebben de vorm J/I, waarin J een ideaal is in
Ren I c J. Als toepassing hiervan bewijzen we de volgende bewering:

De ring E; van gehele getallen modulo n heeft precies één ideaal voor

iedere positieve deler m van n, en geen andere idealen,

Omdat Zg = 7/(n), is er volgens st.13.7 een bijectief verband tussen
die idealen van de ring Z die (n) bevatten en de verzameling ven idea=
len van 2;. De idealen van Z zijn precies de hoofdidealen (m), waarin
(m) een niet-negatief geheel getal is (st.11.7). Er is dus een bijec=
tief verband tussen de idealen van E; en die idealen (m) van Z, waar-
voor geldt (m) 2 (n). Als (m) 2 (n), dan is n € (n) ¢ (m), dus m is
een deler ven n. Omgekeerd, als m deler is van n, dan is ieder n-voud

ook een m~voud (in Z), dus (n) ¢ (m). Hiermee is de bewering bewezen.

Stelling 13.8. (Ontbinding van homomorfie&n). £ : R + R' is een homo=

morfie ven de ring R op de ring R' en I is-een ideaal van R met I < ker f.
Dan bestaat er een eenduidig bepaalde homomorfie T . R/I -+ R' met de

eigenschap dat f = natI °o f,
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Bewijs. We defini&ren eerst een afbeelding

T R/I >~ R', de z.g, geinduceerde afbeelding, door
> g ;
(a+I)f = (a)f (a€R). .

De eerste vraag is, of F zinvol gedefinieerd is. D.w.z. we moeten aan—
tonen dat de definitie onafhankelijk is van de keuze van de represen—
tanten. Stel a + I =b + I, dus a -=b € I (st.13.4) en I < ker £, zodat
a -beker £fen (a)f = (a=b+b)f = (a=b)f + (b)f = (b)f, dus (a+I)T =
= (a)f = (b)f = (b+I)F. De afbeelding is dus zinvol.

Vervolgens tonen we asan, dat f een homomorfie is

{(a+I) + (b+I)IT = (a+b+I)T = (a#b)f = (a)f + (b)f = (a+I)F = (b+I)F

en, evenzo,

{(a+I) o (p+I)IT = (ab+I)F = (ab)f = (a)f o (b)f = (a+I)F o (b+I)F.

Voor ieder element a € R geldt:

(a)f = (a+I)f = {(a)natl}§'= (a) (natIO?),

dus £ = natI o f,
Blijft nog over aan te tonen, dat deze ontbinding eenduidig is. Stel

dus dat f = natI o g voor nog een afbeelding g: R/I » R'. Dan geldt

(2+I1)f = (a)f = (a) (nat og) = (atl)g

voor iedere restklasse a + I ¢ R/I. Dus g = f.De geInduceerde afbeelding
is dus de enige afbeelding ven de factorring R/I in R', die voldoet

aen f = nat, ° F, (Merk op, dat f surjectief is).

‘Gevolg 13.9, De geinduceerde afbeelding T is een isomorfie dan en

slechts: dan als ker f ¢ I,

Bewijs. We beschrijven ker f expliciet:

ker T = {a + I | (a+I)f = 0}

{a+1I]| (a)f =0}

{a+1I]| acker f} = (ker f)natI.
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Volgens gevolg 12.9 is een noodzakelijke en voldoende voorwaarde, opdat

f een isomorfie is, dat ker f = I. Dit betekent hier, dat (ker f)nat_. = I,

I
hetgeen weer equivalent is met de inclusie ker f ¢ I (st.13.k4),
Hiermee is gevolg 13.9 bewezen.

De gelijkheid f = nat, ° T wordt soms genoemd een "ontbinding" van de

homomorfie f via de afbeelding natI. In een diagram heeft men:

R *——————> R!

-\, /-

R/I

Bij gegeven homomorfie f en ideaal I in R met I S ker f is er één en
slechts één afbeelding f; die het diagram commutatief maskt.

In het geval I = ker f, zijn zowel st.13.8 als gevolg 13.9 toepasbaar.
Dus f induceert een afbeelding ?, zodat £ : R/I -~ R' een isomorfie ig,

Hiermee is de volgende stelling bewezen: -

Stelling 13.10. (Fundamentele homomorfie-stelling).

Als £ : R > R' een homomorfie is van de ring R op de ring R', dan is
R/ker f = R,

Voorbeelden,

1) f : R=> R' is de triviale homomorfie, d.w.z. (r})f = 0 voor iedere
r e R, Dan is ker f = Ren R/ker £ = R/R = Im £ = (0).

2) Mep(X,R) = {f | £ : X » R} is de ring van afbeeldingen van een niet-
lege verzameling X in een ring R en ¢a: Map (X,R) > R door (f)¢a = (a)f

is de evaluatie~homomorfie in a. Dan is ker ¢, = {f € Map(X,R) | (a)f = 0},

d.w.z. de afbeeldingen, die 0 zijn in "het punt a", Er geldt:
Map(X,R)/ker ¢ = Im ¢ .
3) 2[i] is de ring van de gehele getallen van Gauss en Z = {[o], [11}

is de ring van restklassen mod 2, Dan is de afbeelding f : Z[i] - 22
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met (a+bi)f

(e+ai)f = [1], als c # a(2) is, een homomorfie (zie voor-
beeld L4, p.78).

Ker £ ={a+bi | az0b(2)}en Z[i]/ker r

[0], als a = b(2) en

B

= 22.

Representanten van de 2 restklassen in ZEl]/ker f zijn bijv.

0=0+00°o1ien1t1=0+1¢°1i, zodat

Ztlj/ker f = {ker f, 1 + ker f}.
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XIV. Integriteitsgebieden en 1ichamen

Definitie 14.1. Een ring F wordt een lichaam genoemd als de verzame-

ling F \ {0} een commutatieve groep is t.0.v. de vermenigvuldiging

in F (het neutrale element van deze groep wordt met e genoteerd).

Uit de definitie volgt dat een lichaam tenminste &&n element verschil-

lend van O bevat, went F \ {0} # §, omdat de elementen ven F \ {0} een

groep vormen (definitie 1.1). In de ring F geldt a c 0 =0 ¢ a = 0 voor
iedere a ¢ F (st.10.1), dus voor ieder paar elementen a, b ¢ F geldt:

& °b=D> 9 aen niet alleen voor de elementen # 0, Evenzo volgt uit

e°0=00ce=0, dat e een één-element is voor de ring F, Men kan een
licheam dus ook defini&ren door:

Een lichesam is een commutatieve ring met één~element, waarin ieder

element # 0 een inverse heeft t.o.v. de vermenigvuldiging.,

Teder element # 0 in een lichaam F is dus een eenheid in F (zie blz.66).
De groep F* ven de eenheden in F komt overeen met F \ {0}.

Als men de eis van de commutativiteit weglaat in de definitie van een
licheam, heet het stelsel een delingsring,,b.w,z, een ring R is een
delingsring, als de elementen # O in R een (niet noodzekelijk commuta~

tieve) groep vormen met betrekking tot de vermenigvuldiging.

Voorbeelden,

1) De verzameling Q van rationale getallen, de verzameling R van redle
. getallen, en de verzameling F = {a + b V2 | a, b ¢ Q} vormen licha-
men. In alle gevallen zijn de binaire operaties de gewone optelling

en vermenigvuldiging. Een inverse van a + b v2 (a, beQ, a en b niet

beide 0) is 5 (a=bv2).

8 =2b
2) Beschouw de verzameling C = R x R = {(x,y) | x e Reny ¢ R}, R de

verzameling van de re€le getallen, het z.g. Cartesisch product (blz.2).

We defini&ren een optelling en vermenigvuldiging op C als volgt:
(ayb) + (c,d) = (ate, b+d)

(ayb) (c,d) = (ac-bd, ad+be).

Syll. ZC 86, afl.1l

&
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Men kan bewijzen dat C met deze operaties een commutatieve ring met
één-element is (vgl. voorbeeld 6 in §9, blz.58). Het paar (1,0) is een
één-element voor de vermenigvuldiging, en (0,0) is het nul-element

van C. Stel nu (a,b) € C en (a,b) # (0,0), dus of a # 0 of b # 0, zodat

2 + b° > 0. Dan bestaat (e | =5 ) in C en dit element heeft de
2.2 2 .2
a +b a +b
eigenschap:
2.2
=b a +b al=~b)+ab
(a,0) (2 52) = (B2, alblieb,y o (o) (g4,10.1),
a +b a +b a +b a +b

Dus ieder element # O in C heeft een inverse t.o.v. de vermenigvuldiging,
en C is een lichaam. '
C bevat een deelring, die isomorf is met het lichaam van de reéle ge=~

tallen. De verzameling
R x {0} = {(a,0) | a € R}

is een deelring van C. Immers, R x {0} # ¢, want (0,0) € R x {0}. Uit
(a,0) en (b,0) € R* {0} volgt dat (a,0) = (b,0) = (a=b,0) € R x {0} en
(2,0):(b,0) = (ab,0) € R * {0}. Dus R * {0} is een deelring ven C.

De afbeelding £ : R ~ R * {0}, gedefinieerd door a + (a,0) is een iso~
morfie van R op R ¥ {0}, zoals gemakkelijk is aan te tonen. Dus ~
R=Rx {0},

Het verschil tussen R en R * {0} is een verschil in notatie; we kunnen
het reéle getal a identificeren met het geordende pasr (a,0) = (a)f.

In deze zin kan R als deelring van C beschouwd worden.

Een willekeurig element (a,b) € C kan geschreven worden als (a,b) =

= (a,0) + (b,0)+(0,1), wearin (0,1)% = (0,1) o (0,1) = (=1,0). We voeren
het symbool i in als afkorting van (0,1) : (a,b) = (a,0) + (b,0)i,
Tenslotte worden paren ven de vorm (a,0) vervangen door hun 1° compo~
nent a. Dit kan, wegens R = R X {0}, Een representatie van (a,b) wordt
dan:

(a,b) = a + bi, met i = -1,

M.a.w., het lichaam C, zoals het hier werd gedefinieerd, is een versie

van het bekende stelsel van complexe getallen.
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De paren (a,b) met a en b € Z, vormen een deelring van C, zoals direct
duidelijk is (Z is verzameling van de gehele getallen). Deze deelring

is de ring ZL{i] van de gehele getallen van Gausz:
Z[il = {a +bi | a, b € 2}
met optelling en vermenigvuldiging, zoals op b1lz.59 is aangegeven.
H = {(ab,c,d) | a, b, ¢, d € R} is de verzameling ven gedrdende 4~
tallen van reéle getallen.
Optelling en vermenigvuldiging in H zijn gedefinieerd door:
(ayb,c,d) + (a',b',c',d') = (ata',b+b',ctc’,d+d")

sV ol 1 ’ H - - -~ -~ ! - 9
(a,b,c,d) (a',b',c',d') = (sa'-bb'=cc'~dd',ab'+ba'+cd'-dc'

ac'-bd'+ca'+db’,ad'+bect=cb'+dat).

Een eenvoudige, maar taaie berekening toont aan dat het systeem (H,+,0°)
een ring is, die bekend staat als de ring van de redle guaternionen.

Het element (0,0,0,0) is nul-element, (1,0,0,0) is één~element. We

introduceren nu de symbolen:

i=(0,1,0,0), j = (0,0,1,0) en k = (0,0,0,1). Dan gelden hier-

voor de volgende eigenschappen:
i =3 =k = ]
ij =k, Jk=1, ki=j, ji=-k, kj=-i, ik = =j,

Dus de commutatieve wet voor de vermenigvuldiging .geldt niet in H,
zodat H geen lichaam is,

Evenals in voorbeeld 2, kan men ieder quaternion schrijven in de vorm:

(a,b,c,d) = (2,0,0,0) + (v,0,0,0)i + (¢,0,0,0)j +-(d,0,0,0)k.

De deelring S = {(r,0,0,0) | r € R} is isomorf met R, analoog aan de
situatie in voorbeeld 2. Hierdoor kan men de notatie vereenvoudigen
door (r,0,0,0) te vervangen door het element r zelf. Dan kunnen de

re€le guaternionen verder beschouwd -worden als de verzameling

H={a+bi+cj+dk | a, b, ¢, d € R} met
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(atbi+cj+ak) + (a'+b'i+c'j+d'k) = (a+a') + (b+b')i + (cte')j + (d+d")k
en (a+bi+cj+dk) o (a'+b'i+c'j+d'k) =

(aa'-bb'-cc'~dd') + (ab'+a'b+cd'~dc')i + (ac'-bd'+ca'+db')j +

+ (ad'+bec'-cb'+da')k.

Men telt op en vermenigvuldigt als bij polynomen en gebruikt de eigen-
schappen van i, jJ en k. H is een h~dimensionale vectorruimte over R
met {1, i, j, k} als basis.

Stelnug =4a+bi+c¢j+dk # 0 (d.w.2z. tenminste één van de ele-
menten a,b,c,d # 0). De geconjugeerde van g wordt gedefinieerd door

E = g = bl -~ ¢j = dk. Dan is da = aﬁ = a2 - (bi+cj+dk)2 = a2 + b2 + c2 +

+ d2 # 0, dus g heeft een inverse t.o.v. de vermenigvuldiging:

q-l - (a2+b2+c2+d2)-1 o T

Hiermee is aangetoond dat H een delingsring is.
De elementen ven H van de vorm (a,b,0,0) = & + bi, de z.g. speciale
guaternionen, vormen een deelring van H, die isomorf is met C (voor-

beeld-2) s -

Stelling 14.2, Een lichasm'F is een integriteitsgebied.

Bewijs. Ieder lichaam is een commutatieve ring met één-element (def.
14.1), dus we moeten alleen laten zien dat F geen nuldelers heeft (zie
def.10.4), Stel a, b € F en ab = 0. Als a # 0, dan heeft a een inverse
t.0.v. de vermenigvuldiging: a~! ¢ F. Dan volgt: 0 = 2l o0 = a-1(ab) =
=e ob =D, dus F heeft geen nuldelers.

De omkering geldt niet. Er bestaan integriteitsgebieden, die geen
lichamen zijn, bijv. de ring Z van de gehele getallen.

Een integriteitsgebied met een eindig aantal elementen is echter een

lichaem, ‘We-bewkjzen:

Stelling 14.3. Een integriteitsgebied R met een eindig asntal idealen

is een lichaam.

Bewijs. Stel a # 0 ¢ R. Beschouw de verzameling van hoofdidealen (&),

I3
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met n geheel, n > 0O:

(a") = Ra" = {ra" | r ¢ R} (blz.75).
Omdet R een eindig aantal verschillende idealen heeft, volgt hieruit
dat (a®) = (an) voor zekere positieve gehele getallen m en n met m < n.
Dus a® ¢ (&™), want a" = ea”, e ¢ R, en dus a" € (a”). Dus bestaat er
een element r' ¢ R met a° = r'a". R heeft geen nuldelers (def.10.L4),
dus 'R voldoet aan de vereenvoudigingswet voor de vermenigvuldiging
(st.10,3):

gl =rta = prg® am, &' # 0 (want a #0)=>e=r'g &,
Dus e = (r'a® ™ 1) o a, Ris een commtatieve ring, zodat e = (r'a® %"y o
= g o (r an—m—1) met n = m + 1, en 8] bestaat in R : a~ = r' o gh—m-1

Ieder element a # 0 in R heeft een mult.inverse == R is een lichaam.

Gevolg 1h.L,

Ieder eindig integriteitsgebied is een lichaam.

Men kan ook bewijzen, det iedere eindige deiingsring een lichaam is,

maar het bewijs is niet elementair en wordt achterwege gelaten.

-

2 is de ring van de gehele getallen modulo n, (n geheel, n > 0) en een
commutatieve ring met &én-element [1] (voorbeeld 7, pag.59). Men kan de

vraag stellen: Voor welke waarden ven n, als ze er zijn, is Zn een

lichaam? Hiervoor-geldt de-volgende stelling:

Stelling 14.5. Een element [a] € E; ([aJ#001) heeft een multiplicatieve

inverse in Zn dan en slechts dan als a en n relatief priem zijn, d.w.z.

g.g.d.'(a,n) = 1.

Bewijs., Als a en n relatief priem zijn, bestaan er gehele getallen

r en s zodat ar + ns = 1. Hieruit volgt dat [1] = [ar + ns] = [ar] + [ns] =
= [ar] + [0] = [al [r], dus [r] is een multiplicatieve inverse van [a].
Omgekeerd, neem aan dat [al] (#[0]) een eenheid is in 2;, bijv. met in=
verse [b] € Z . Dan geldt [ab] = [a] [b] = [1], zodat ab = 1 (mod n) en

er een geheel getal k bestaat met &b - 1 = kn. Maar dan is ab + n(-k) = 1,

dus g.g.d. (a,n) = 1,
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Gevolg 1L4.6. De nuldelers van Zn zijn precies de elementen # [0]

in'ig,'die-geen‘inverse*hebben;**

Bewijs. Als [a] # [0] nuldeler is en [b] is een inverse van [al, dan

is [a] [b] = [1]. Ook is er een element [c] # [0] in 2; met [c] [a] = [0],
dus Lel [al] [b] = [c] = [0]. Tegensprask. Dus [al heeft geen inverse.
Omgekeerd, stel [a] # [0] heeft geen. inverse in E;, dus g.g.d. (a,n) = 4,
met 1 < d <n (st.14.5), Dus a = rd en n = sd voor geschikte gehele ge-

r en s. Dus [a]l o [s] = [as] = [rds] = [Lrn] = (0], Wegens n = sd, is

0<s <n, dus [s] # [0]. Dan is [a] nuldeler in E£,

Samenvattend hebben we het volgende resultaat:-

Stelling 14.7. De ring 2; van gehele getallen modulo n is een lichaam

dan en slechts dan als n een priemgetal is. Als n een samengesteld ge~
tal is, is E; geen integriteitsgebied en de nuldelers van 2; zijn die
elementen [al] (# [0]) waarvoor geldt g.g.d. (a,n) # 1.

Ieder lichaam heeft tenminste 2 elementen, want e # 0 (blz.55). Er is
een lichaam, dat precies 2 elementen heeft volgens st.14.7, n.l. de
ring Eé.
Als toepassing hiervan nemen we de volgende bewering:

Als er een homomorfie f : Z - F bestaat van de ring 7 van gehele getallen
op een lichaam F, dan is F noodzakelijk een eindig lichaam, waarvan het
santal elementen een priemgetal is.

Wegens f : Z ~ F is een surjectieve homomorfie, volgt uit de fundamentele
st. voor ringhomomorfieén, dat Z/ker f = F. Maar ker £ = (n) voor een
positief geheel getal n, want Z is een hoofdideaslring (st.11.7).

Merk hierbi) op, dat n # 0 is, anders zou Z =F zijn, hetgeen onmogelijk
is. Nu is Z/(n) = Z;, zoals we eerder zagen, dus E; = F, zodat F precies
n elementen heeft. Omdat Zn een licheam is, moet n een priemgetal zijn

(st.14.7).

We definiBren nu de z.g. ¢-functie van Euler:

¢ : Z > Z (we noteren hier het functie-voorschrift v6dr het argument)
door ¢(1) = 1 en ¢(n) = aantal elementen in de ring i#, dat een mult.
inverse heeft, ook wel invertibele elementen genocemd; (voor ieder geheel

getal n > 1).

F2
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Bijv. ¢(6) = 2, ¢(9) = 6, ¢(12) = L,

Wegens st.14,5 kan ¢ (n) ook gekarskterizeerd worden door de volgende
elgenschap:

¢ (n) is het aantal positieve getallen < mn, dat relatief priem is met n.
Dit is ook juist voor n = 1,

Als p een priemgetal is, is ¢{p) =p= 1.+

Hulpstelling 1h.8°wwAls”Un de deelverzameling van Z; is gedefiniéerd.

door
U = {[q] €L | g.g.4, (a,n) = 1}
dan is Un‘ met de vermenigvuldiging van E;, een eindige groep van de

orde ¢(n).

Bewl s, Wegens st.1h.§_bestaat Un ult de 1nvertibele elefénten van Zn
of ook de eenheden van Zn. T.o.v. de vermenigvuldiging in Zn vormen de
eenheden een groep (blz.66). Dus Un is een groep, waarven de orde

juist ¢(n) is.
,

Opmerking° De groep Un is dezelfde als die van blz.53, waar is aange~
tocnd dat Un = Aut G voor G = E;.

Dit leidt tot een klassiek resultasat van Euler met betrekking tot de

¢ ~functie.

Stelling 14.9. (Euler~Fermat). Als n een positief geheel getal is en

a is relatief priem met n, dan geldt:

a?(n) = 1 (mod n).
Bewijs. De klasse [a] ¢ Zn kan beschouwd worden als een element van Un'
Omdat U een eindige groep is met O(Uh) = ¢ (n) (hulpst.14.8), volgt

hieruit ¢ (n)

[a-¢(n)]= [1] (gevolg 5.7) of a =[1] of a = 1 (mod n).

Wat betreft de idealen in een ring, hebben lichemen de eenvoudigste
structuur: een lichaam F heeft alleen de triviale idealen {0} en F. Het .
zijn dus enkelvoudige ringen (blz.73). We bewijzen

S
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Stelling 14.10. ILaat R een commutatieve ring zijn met één-element.

Dan is R een lichaam dan en slechts dan als R geen idealen heeft

anders dan {0} en R, de z.g. triviale idealen.

Bewijs. Stel R is een lichaam en I is een ideaal in R, zodat I # {0}
en I # R. Dan is er een element a # 0 in R zodat a ¢ I. Dus a heeft
een mult. inverse a,"1 in R. Dit is in tegensprask met I n R = g (st.
11.3), Dus I = {0} of I = R, Omgekeerd, neem aan dat de ring R geen
andere idealen heeft dan {0} en R. Als a ¢ R een gegeven element is
(#0), beschouw het hoofdideamal (a) = R a = {ra | r ¢ R}. Dan is

(a) # {0}, want a = ea € (a) en a # 0. Dus, uit de veronderstelling
volgt, (a) = R. In het bijzonder geldt, omdat e ¢ (a), dat er een ele-
ment r' € R is met r'a = e, Ock geldt ar' = e, want R is commutatief.
Dus r"is een mult. inverse van a. Uit def.14.1 volgt, dat R een

lichaam is.



~100=

XV, Maximale en priem-idealen.

Definitie 15.1., Een ideaal I in de ring R heet een meximaal ideaal,

als I # Ren uit I € J ¢ R voor een ideasl J in R volgt J = R.

Stelling 15.2. I is een echt ideasl in de ring R, d.w.z. I # R, Dan is

I maximesl ideasl dan en slechts dan als (I,a) = R voor ieder element
e in R met a ¢ I. Hierin is (I,a) het ideaal dat wordt voortgebracht

door de verzameling I u {a}.
Bewijs. Volgens definitie (pag.T3) geldt:
(I,a) =n {J | I v {a} < J3y J is ideaal in R}.

Er geldt: I < (I,a) < R. Dus als I maximasl ideasal is, volgt uit de~
finitie 15.1, dat (I,a) = R. Omgekeerd, stel dat J een idessl is in R
met de eigenschap I © J < R. Als & een element van J is, met a ¢ I, dan
~geldt I < (I,a) c J. Wegens (I,a) = R volgt hieruit dat J = R. Dus

I is maximeal ideasal in R.

Voorbeelden.

1) In de ring 2 van de gehele getallen corresponderen de maximale
idealen met de priemgetallen.
D.w.z.: het hoofdidesal (n), n > 1, is maximaal dan en slechts dan

als n een priemgetal is.

Bewijs. Stel (n) is een maximesl ideaal in Z. Als het gehele getal
n(>1) niet priem is, den is n = nyn, met 1< n, < n, <n bijv. Dit
impliceert dat voor de idealen (n1) en (n2) geldt:

(n) < (n)) ez, (n)c(n,) <z,

2

hetgeen in tegenspraak is met de maximaliteit van (n). Omgekeerd,

neem aen dat het gehele getal n priem is. Als het hoofdideasl (n)

Syll. ZC 86, afl.15"

&
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niet maximaal is in Z, dan geldt Of (n) = Z Of er bestaat een echt
ideaal (m) in Z met (n) < (m) < Z. Uit (n) = Z volgt, dat 1 een
veelvoud is van het priemgetal n, hetgeen ommogelijk is, Uit.

(n) < (m) volgt dat n = km voor een geheel getal k > 1; dit levert
ook een tegenspraak, omdat n een priemgetal is. Dus (n) is maximaal
ideaal.

We beschouwen de ring
map (R,R) = {f | £ : R~ R}

met R = lichaam van de reé€le getallen.

Beschouw I, = {f | £ ¢ map (R,R); (O)f = 0}, Dan is I, een ideaal

in map (R,R) (voorbeeld 2, §11, pag.70). De bewering is, dat I, een

maximaal ideaal is. Stel f ¢ IO en 1R : R~ R 1s de identieke af=~

beelding op R, d.w.z. (x)1_ = x voor iedere x € R. Nu is -

R
(x) (1R2+f2) = (x)1R2 + (x)F°

{(X)TR ° (X)TR} + {(x)f o (x)f} =

= x° + {(x)f}2n Er geldt: x>+ {(x)f}2 # 0 voor iedere x € R.

Immers voor x = 0 is (0)f # 0, want £ ¢ I, en voor x # 0 is x2 # 0.

Dus (x) (1R2+f2) # 0 voor iedere x € R. Dan bestaat de inverse af-

beelding (1ﬁ2+f2)-1 : R~ R in map (R,R), gedefinieerd door
(x) (1R2+f2)_] = x{(x) (1R2+f2)}-1' Men heeft: (x) (1R2+f2) 0
2 _2\~1 . .
o (x) (1R +f7) = x= (x)1R voor iedere x € R. Dus de afbeelding

1B2 + f2 is een invertibel element of een eenheid in map (R,R).

Beschouw nu het ideaal (1R,f) in map (R,R), d.w.z. het ideaal

voortgebracht door 1_ en £ : (1_,f) = {r°1R+SOf | r, s € map (R,R)}.

RS
= 0, volgt (1R,f) 5.(Io,f) < map (R,R).

R

Omdat 1_ e I_ wegens (0)1

R 0 R

Als (1R,f) een echt ideaal in map (R,R) is, dan heeft geen element

van (1R,f) een inverse t.0.v. de vermenigvuldiging (st.11.3). Maar

1 2, f2 e (1

n + £° is eenheid in map (R,R), dus (1R,f)

f)en12

R® R
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is geen echt ideaal, zodat ook (Io,f) = map (R,R). Wegens st.15.2

is IO dus maximaal ideaal,

3) R is een lichaam (def.14.1), dan zijn (0) en (1) de enige idealen
in R (st.14.,10). Omdat R# {0}, is (0) # R. Er is geen ideasl J in
Rmet (0) ¢ J ¢ R of uit (0) € J © R voor een ideaal J volgt

J = (1) =R, Dus (0) is maximasl ideaal in R.

Stelling 15.3. R is een commutatieve ring met één-element. I is een

echt ideaal in de ring R. Dan is I een maximaal ideaal den en slechts.

dan als de factorring R/I een lichaam is.

Bewijs. Neem aan dat I een meximaal idesal is in R. Omdat R een com-
mutatieve ring is met &én-element e, is ook de factorring R/I een com-
mutatieve ring met &én-element e + I, Om aan te tonen dat R/I een
licheam is, is het voldoende aan te tonen dat ieder element # 0 in R/I
een inverse t.o.v. de vermenigvuldiging heeft (51L4)., Neem aan dat
a+I#7I, dus a ¢ I (st.13.4). Omdat I maximeal ideaal is, geldt dat

R = (I,a) (8t.15.2), dus R= (I,a) ={i +ra | i e I, r € R}. D.w.z,
ieder element van R, in het bijzonder het &én~element e ¢ R, kan ge-
schreven worden als e = 1' + r'a voor geschikte keuze van i' € I, r' € R.
Hieruit volgt dat e - r'a € I. Dus ook e + I = r'a + I (st.13.L4) =

= (r'+I) (a+l), zodat de inverse van a + I in R/I bestaat: r' + I = (a+I)-1.
Dus R/I is een lichaam. Omgekeerd, neem aan dat R/I een lichaam is en

J is een ideaal in Rmet I < J c R, We willen asntonen dat J = R, want
den is I maximaal in R (def.15.1). Omdet I < J, bestaat er een element
ae€ Jmet a ¢ I. Dus, de restklasse a + I # I, I het nul-element in R/I.
Omdat R/I een lichaam is, moet & + I een inverse hebben t.o.v. de ver-
menigvuldiging : (a+I) (b+I) = ab + I = e + I voor een restklasse

b+ I e R/I. Dan volgt e — ab € I © J, Maar ook ab € J, want J is ideaal
in Rena e J, Dus e = (e=ab) + ab € J, Maar dan is J = R (gevolg 11.4),

zodat I maximaal is.

Voorbeeld. 7Z[il is de ring van de gehele getallen van Gauss.
I={a+bi| az0(2) endb=0(2)}. Den is I ideasl in 2[i] (voorbeeld
3, P.T1). Ook geldt z[i] / I ;AZé, wasrin Z_ het lichaam van de restklase

2
sen modulo 2 is (voorbeeld, §13). Dus I is maximaal ideaal in Z[il].
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De aanname dat R een 8én-element heeft is essentieel in st.15.3. Be=

schouw daartoe de ring Z, van even gehele getallen, een commutatieve

2
ring zonder één-element. In deze ring is het hoofdideaal (4), voortge-

bracht door het gehele getal 4, een maximaal ideaal. Hierin .is-
() = {&(23) + bk | j, k € 2} = 4Z (zie p.T5).

Stel n.1. dat n een element is van Z, en n ¢ (4). Dan is n een even ge~

2
heel getal, dat niet door 4 deelbaar is. Dus n kan geschreven worden in
de vormn = m + 2, m geheel, Hieruit volgt: 2 = 4(=m) + n ¢ ((4),n) in
Zys want (4) = LZ. Nu is Z, = (2) = ((4)4n), dus volgens st.15.2 is (k)

een maximsal ldeasl in ZZ'

In de factorring Z2 / (L) geldt:
(2+(h)r(2+(k)) = b + (&) = ().

Dus de ring Z, / (4) bezit nuldelers en kan geen lichaam zijn, want een
lichaam is een integriteitsgebied (st.14.2).

Ock de sanname, dat R commutatief is, kan niet gemist worden in st.15.3.
De matrix-ring M (R) (n geheel, n 2 2) is een enkelvoduige ring (p.T73),
deWeZ, Mn (R) heeft geen idealen anders dan (3) en M (R). Dus (0) is
maximaal idesal in M (R), maar M (R) / (0) = M (R) is geen lichaem,

omdat Mh-QR)s zoals bekend;y nuidelers -heeft:

We zullen nu-de z.g. priemideslen beschouwen.

“Definitie 15.h._?Een ideaal I in de ring R, R een commutatieve ring

met één-element, is een priemidesal als, voor a, b ¢ R,
eb € I=>a el of be I,

Het klassieke voorbeeld van een priemideaal in de ring Z is het hoofd=-

ideaal (p), waarbij p een priemgetal is.

Stelling 15.5. Een commutatieve ring R met &&n-element is een integri-

teitsgebied dan en slechts dan als het nul-ideaal (0) een priemideaal is.
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Bewijs. R is een integriteitsgebied dan en slechts dan als R geen nul=-
delers bezit., Als (0) priemideaal is, volgt uit.ab = 0 dat a = 0 of.

b= 0(a,beR), dus R heeft geen nuldelers. Omgekeerd is het duidelijk

dat R heeft geen nuldelers impliceert dat (0) priemidesal is in R.

In het geval R = Z, de ring van de gehele getallen, kunnen we alle
priem-idealen expliciet bepalen. De priemidealen zijn (p), p priem,

(0) en Z. Z is priemideaal in Z (triviaal) en (0) is priemideaal in Z
wegens st.15.5, Als p een priemgetal is, dan volgt uit ab € (p), dus

p deler van ab, dat p deler is van a of p deler van b, dus a ¢ (p)

of b € (p). Dus (p) is priemideaal.

Omgekeerd, stel n(#0,1) is een samengesteld getal, d.w.z., n = N0,

met 1 < n,n, < n, Dan geldt n1n2 =n e (n). Maar noch n, noch 1,

is een
geheel veelvoud van n, dus n, ¢ (n) en n, # (n). Hieruit volgt, dat (n)
geen priemideaal is.

Men kan opmerken, dat (0) een priemidesal is in Z, maar geen maximsal
ideaal. Voor een voorbeeld van een ring, die een niet=triviaal priem-—
ideaal bevat dat niet maximaal is, nemen we R = Z * 7, met de operaties
componentsgewijs (zie voorbeeld 3, p.65). Dan geldt dat de verzameling
z x {0} = {(n,0) | n € 2} een ideaal is in R.

Immers Z * {0} is een deelring van R (p.65) en als (a,b) € R, dan is
(2,b) (n,0) = (n,0) (a,b) = (na,0,¢ 2> {0} voor iedere

(n,0) € Z* {0}, Ock is Z * {0} priemideaal in R. Uit (a,b) (c,d) € Z *x {0}
volgt (ac,bd) € Z * {0}, dus bd = 0, zodat b = 0 of & = 0, dus

(a,b) € 2 x {0} of (ec,d) € Z *x {0}.

Z * {0} is echter niet maximaal in R, want

zx {0} < 2Zx 2z, <R,

waarin 2 % Z, = {(ap) | a €2, b ¢ Z2} een ideaal is in R.

In analogie met st.15.3 kunnen priemidealen gekarskteriseerd worden door:

Stelling 15.6. R is een commutatieve ring met &én-element, Dan is I

een priemideaal dan en slechts dan als de factorring R/I een integri-

teitsgebied is.
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Bewijs, Neem aan dat I priemideaal is in R.

Omdat R een commutatieve ring is met één-element e, is ook de factor-
ring R/I een commutatieve ring met &én-element e + I. Om-aan te tonen
dat R/I een integriteitsgebied 1s, moet men alleen laten zien, dat R/I
geen nuldelers heeft. Stel dus dat (e+I) (b+I) = I, (I is het nul=~
element in R/I). Dit is equivalent met ab + I = I of ab ¢ I (st.13.4).
Omdat I priemideaal is, moet tenminste €én van de factoren a of b in I
liggen. Dit betekent dat of a + I =1 of b + I = I, dus R/I heeft
geen nuldelers.

Neem nu aan dat R/I een integriteitsgebied is en ab ¢ I. Dit betekent,
dat (a+I) (b+I) = ab + I = I. Volgens de veronderstelling volgt hieruit.
dat &+ I = I of b+ I =1 (R/I heeft geen nuldelers), Dus of a ¢ I

of b € I, zodat I een priemideaal is in R,

Stelling 15.7. In een commutatieve ring R met één-element is ieder

maximaal ideaal een priemidesal. -

Bewijs. Stel I is een maximaal ideasal in R, dan is R/I een lichaam
(st.15.3.). Dus R/I is een integriteitsgebied (st.14.2). Dus I is een
priemideaal -(st.15.6).

Opmerking. Als de ring R geen &&n-element heeft is de stelling niet

juist. Een voorbeeld is de ring Z, van even getallen, waarin (4) een

2
maximaal ideaal is, maar geen priemideaal. Immers 2,2 ¢ (4), terwijl

2 ¢ (L),
Ofschoon priemidealen en maximale idealen in een ring R in het alge-
meen niet samenvallen, is een klasse van ringen aan te geven, waarvoor

ieder niet~triviaal priem~ideaal een maximegal ideaal is.

Stelling 15.8. R is een integriteitsgebied, waarin ieder ideaal hoofd-

ideaal is, een z.g. hoofdideaalring. Een niet-triviaal ideaal (a) in R

is-priemideaal dan en slechts dan als het een maximaal ideaal is.

"Bewijs. In R zijn (0) en R priemidealen; met niet-triviaal ideasal (a)
wordt een ideaal # 0 en # R bedoeld. Omdat een macimesal ideasl priem-
ideaal is (st.15.7), behoeven we alleen te bewijzen dat uit (a) is

priemideaal volgt (a) is maximaal ideaal. Stel I is een ideaal in R

&
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met. (a) < I.
be Rmet I

In

'R. Omdat R een hoofdideaalring is, bestaat er een element

(b). Uit a € (a) < (b) volgt a = rb voor zeker element

r € R, Wegens (a) is priemideaal volgt uit rb € (a) dat r ¢ (a) of

b e (a), Uit b € (a) volgt (b) < (a), hetgeen onmogelijk is. Dus

r € (a), zodat r = sa voor zeker element s € R, Dus a = rb = (sa)b of
(sb~e)a = 0, e is één~element van R. Nu is a #.0, want (a) is niet-
triviaal, en R heeft geen nuldelers, want R is integriteitsgebied, dus.
e = sb. Dit betekent dat e € (b) = I, zodat I = R (gevolg 11.L4). Hier-
uit volgt dat (a) een maximaal ideaal is en stelling 15.8 is bewezen.
Een voorbeeld ven een ring R, die asn de voorwaarden van st.15.8 vol-

doet is de ring 7 van de gehele getallen. In Z vallen dus samen:
a) priemidealen (p), met p # 0, p # 1, p priem;

b) meximele idealen.
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XVI. Veeltermringen.

R is een ring in Z, is de verzameling van niet-negatieve gehele getal-
len. Een oneindige rij van elementen van R is een afbeelding f : z, ~ R.
Als rj = £(j), j =0,1,2,..., noteren we f door middel van (ro,r1, ceoy

-2 .o
ros ...) en we noemen rj de J~ term van de rij.

Definitie 16.1. R is een ring. Een oneindige rij (ao,a1,a2, TR ces)
van elementen van R, met ten hoogste een eindig aantal termen # 0, heet

een veelterm over R.

Bijv., als R = Z, dan zijn (1,0,2,150, «..,0, ...) en (0,0,1,0,0, ve03s0500s)
veeltermen over R, maar (0,1,0,1, ...,0,1, ...) is geen veelterm over R.

Een onmiddellijk gevolg van definitie 1.1 is, dat er voor iedere veelterm

f een geheel getal 4 bestaat, dat van f afhangt, zodat &, = 0 voor alle

n > d. Als aq # 0, maar a, = 0 voor alle n > 4, dan heet d de graad van

de veelterm f£. In het bijzonder is de graad van de nul-veelterm (0,0, ...)
niet gedefinieerd. De nul~veelterm en de veeltermen van de graad O worden
constanten genoemd, veeltermen ven de graad 1 heten lineair, veeltermen

van de graad 2 kwadratisch, eﬂz.

Omdat een veelterm een rij is (d.w.z. een afbeelding), is (ao,a1,...,an,...) =
= (bo,b1,.,.,bn,...) dan en slechts den als a; = b., 1i=0, 1, 25 vun

We zullen nu een optelling en vermenigvuldiging ven veeltermen defini&ren.

Definitie 16.2.

Optelling:
(ao,a1,...,ah,...) + (bO’b1""’bn"'°) = (a0+b0’a1+b1""ah+bn’°")

Vermenigvuldiging:

(ao,a1,...,an,...) (bo’b1""’bn’"") = (CO’C1""’cn"°') waarin
r

= + .0 + + = b
cr aObr * a1br-1 * a2br-2 a'r-1b1 arbo 120 al r-1

Syll. 7C 86, afl.16
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In het bijzonder geldt:

a b

0Po® ©1 = aob1 -ra1b0, c, = a.b ta b, + a,b.. We merken op dat

02 171 20

¢y =

r

Z a.b. . = z a.b., hetgeen we zullen schrijven als z a.b. .

L8 TiTred L2071 L A

1=0 1+)=r i+J=r
120,320 -

De algemene term c. is dus gegeven door c, = Z aibj’ waarbi] ge-

i+j=r

sommeerd wordt over alle paren i en jJmet 0 €1 €£r, 0 £ < r en zodat

i+ j=r.

Stelling 16.3. De verzameling van veeltermen f, met de boven gedefi-

nieerde optelling en vermenigvuldiging, is een ring, de veeltermring

over R.

Bewijs. We tonen eerst aan dat optelling en vermenigvuldiging binaire
operaties zijn op de niet-lege verzameling van veeltermen f. Stel

f= (ao,a1,...) en g = (bo,b1,...). Leat de graad van £ = p en de graad
van g = q zijn. Dan geldt voor n > max (p,q) dat & + bn =0+0=0,

Dus £ + g = (a0+bo,a +b1,...) is een veelterm over R, Stel nu

1
fg = (00’01"'°)° Beschouw de ne term cn = Z a.b. voor n > p + q.
i+j=n

Als j groter is dan g, dan is b, = 0, terwijl als i groter is dan p,
ai’= 0 is. Om dus een term # 0 in i+z=naibj te krijgen, moet i < p en

J £q2ijn, Maar dan is i + J s p + é <n, dus i + J # n. Hieruit volgt
cn = 0 voor n > p + gq. Dus ook fg = (CO’C1"'°) is een veelterm over R.
T.o.v. de optelling vormen de veeltermen een commutatieve groep. Uit de
definitie van de optelling volgt direct dat als 6 de nulveelternm is,

~ -~

f+0=0+7f=7f voor iedere veelterm f.

De inverse van f = (ao,a1,a2,...) is =f = (-ao,-a1,- ) en -f is

3o o
een veelterm, want &, = 0 dan en slechts dan als -8, i 0 in R. De
associativiteit van de optelling volgt uit de associativiteit van de
optelling in R.

Nu tonen we aan dat de vermenigvuldiging van veeltermen associatief is.
Stel f = (ao,a1,...), g = (bo,b1,...) en h = (CO’C1"") zijn veeltermen .

&
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We moeten aantonen dat f(gh) = (fg)h. We berekenen de r® term van beide

producten. Laat de pe term van (gh)zijn d = Z b.c.. Dan is de r° term
ptj=p
van f(gh): ad = a b,c.) = a (b.c.), waarbij in
(@): ] ea = [ al Ibed= [ alboe), veardi]

pta=r pra=r 1 i+j=p i+j+q=r
de laatste som gesommeerd wordt over alle tripels gehele getallen i,
jenqmet 0 <i, j, q Srenzodat i+ j+ q=r. Op een geheel ana-

loge manier vindt men dat de r- term ven (fg)h gelijk is san

L (Y ab.le.= L (a bi)cj .

jt=r i+q=t ¢ 1 9 g¥ivgsr 4

Omdat de vermenigvuldiging in R associatief is, geldt aq(bicj) = (aqbi)cj’
dus de r° termen in beide producten stemmen overeen. Dan is f(gh) = (fg)h.
Tenslotte tonen we de distributieve wetten aan. De r° term van f(g+h) is

Y a.(b.+c.), terwijl de r° term van fg + fh is )} a.,b, + } a.c..
i+7= J 3= J DO DU A |
j=r i+j=r i+j=r

Dus f(g+h) = fg + fh wegens ai(bj+cj) = aibj + aicj in R, Evenzo volgt
(f+g)h = fh + gh.

Volgens def.9.1 is de verzameling van veeltermen f een ring.
Notatie. De veeltermring over R geven we aan met R[x].

Stelling 16.4. R is een ring. Dan kan R ingebed worden in R[x].

Bewijs. Definieer een afbeelding ¢ : R + R[x] door middel van ¢(r) =

= (ry0503.40505...) voOr iedere r € R, Dan is ¢(r+s) = (r+s5,0,04.4.,0,...) =
= (r,0,000505000) + (8,05000,050..) = ¢(r) + 9(s) en

9(rs) = (r5,0,05.0430,000) = (ry0500050,000) (840,.0450,00.) = ¢(r)o(s).
Dus ¢ is een homomorfie van R in R[xJ. Als ¢(r) = (r,0,.:0.505...) =

= (0,0,00050500.), dan is r = 0, dus kern ¢ = (0). Dus ¢ is een isomorfie-
in (st.127), of R kan ingebed worden in R[x].

De constante veeltermen vormen een deelring R' van RLx], die isomorf is
met de ring R onder de afbeelding ¢—1 : (r,0,00.,04...) > . We zullen R
met deze deelring R' van R[x] identificeren. Met het identificeren wordt
bedoeld, dat de elementen van R' (in R[x]) de namen van de elementen van

R krijgen, zoals bepaald wordt door de isomorfie ¢—1. Optelling en ver-

menigvuldiging ven elementen van R met elementen van R[x] komen overeen
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met de bewerkingen op de corresponderende elementen van R' en de ele=

menten van Rlx].

Bijv. f = (ao,a1,oae,an,,oa) € Rlx], r € R, Met het element r € R
correspondeert ¢ (r) = (ry0,:0045040:..) € R' en rf = r(ao,a1,ooo,an,c,c) =
= (r,04000505000) (ao,a1,n°,an,oea) = (rao,ra1,u,°,ran,g,°)u Ook
r+f=(r,0,...,0) + (ao,a1,0,°,an,eaa) = (r+ao,a1,“.,,an,,“)e

We mogen nu R als deelring van RLx] beschouwen.,

Stelling 16.5. De veeltermring RLx] is een integriteitsgebied dan en

slechts dan als R een integriteitsgebied is.,

Bewijs. Als Rlx] integriteitsgebied is, daen geldt dit ook voor R, want
R is een deelring van R[x] en het is duidelijk dat het eenheidselement
in R[x] van de vorm (&,0,,4.,050.,) is en dus a het eenheidselement in
R is. Wegens het identificeren vallen eenheidselement van R[x] en een-
heidselement van R dus samen.

Omgekeerd, stel dat R een integriteitsgebied is. Omdat r ¢ R, is het
duidelijk dat (e,0y0:0,0;00.) het eenheidselement voor de veeltermring
R[x] is. De commutativiteit van de vermenigvuldiging in R[x] volgt
direct uit die van R, want a.b, = Y b.a, = Z b.a., =

i+j=x T Y iei=x 4t gei=x Y9t

= ) b.a, voor a;, b, a., b, € R. Dus
i+j=k I

(ao,a1,oo-,an’uoe) (bo,b_‘,aoo,bnaoa) =(bo,b1,nuo,bn)(ao,a,],.oo,a ,oao)o

n
Stel £ # 0, g # 0 in R[x].Laat de graad van £ = n, en de graad van

1

g =n, zijn. Als f = (ao,a1,aoo) en g = (bo,b1,.,.), dan is
an1 # O,bn2 # 0, maar a, = 0 voor k > n, en bk = 0 voor k > n,e

Dan geldt in f.g dat de (n1+n )e term wordt gegeven door

2
X a.b. =a_ b # 0, want R is integriteitsgebied. Dus R[x]

ca i n, n

1+J—n1+n2 172

heeft geen nuldelers. Dan is R[x] integriteitsgebied (def.10.4).

Met betrekking tot de graad van de veeltermen £ # 0 in Rl x] geldt de

volgende stelling, waarvan het bewijs uit dat van stelling 16.3 en

stelling 16.5 volgt.
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Stelling 16.6.

a) Als £ # 0, g # 0 € R[x], dan is voor £ +g # 0 :
graad (f+g) < max(graad £, graad g).
(Gelijkheid geldt als graad f # graad g is).

b) Als £ # 0, g # 0 € R[x], dan is voor fg # O :
graad (fg) < graad f + graad g.

Als R een integriteitsgebied is, geldt b) met gelijkteken.

Gevolg 16.7. R is een integriteitsgebied. Dan zijn de eenheden in

RLx] de constante veeltermen (a2,0,0,...) met a eenheid in R.

Bewijs. Zoals we gezien hebben is (e,0,0,...) het eenheidselement in
R[x] met e(eR) eenheidselement in R. Als f.g = (e,0,0,...) voor

f, g € R[x], dan is graad f + graad g = 0 (st.16.6(b)), dus graad f =

= graad g = 0 en f en g zijn constante veeltermen: f = (2,0,0,...) en

g = (b,0,0,,..) met ab = 1. Dus a is eenheid in R(zie blz.66). Omgekeerd
volgt direct dat als a een eenheid is in R, (2,0,...) een eenheid is in
R[x]. De eenheden van R en die van Rlx] kan men weer identificeren,

zodat beide samenvallen.

We zullenh nu een notatie invoeren, die ons in staat stelt veeltermen
in hun gewone vorm te zien.
Definieer x als de veelterm (0,e,0,...,0,...), waarin e € R het een-

heidselement in R is.

Stelling 16.8. Voor ieder geheel getal n 2 0 geldt:

X2 = (0,0,...,0,6,0,...), waarin e als n® term voorkomt en de overige

termen = 0 zijn.
Jedere veelterm (bo’b1"'"’bk’0’o’“") kan geschreven worden in de
k

: + + onn
vorm bo b1x b2x + + bkx .

Bewijs. Voor n = 0 geldt xO = (e,0,0,...), het eenheidselement in
R[x].x1 =x = (0,e,0,...,0), dus de stelling is juist voor n = 0 en

n = 1. Stel nu dat xn
+1

(0,0504+,0,€,0,...), waarin e als n° term

n
X o X = (0,0400.5,0,8,0,0..) (0,840,...) =

i

. n

voorkomt. Dan 1s x
. e . .

= (0y00.,0,0,€,0,...), waarin e nu de n + 1~ term is. Dus volgens in-

ductie is het eerste deel van de stelling juist.



=112~

seessb 30,0,.0.) = (0.30,0000500.) + (O,b1,0,..,) * oea. *

(b b, K 0°
+ (0,0,...,O,bk,O,.o.,O,,..) en voor iedere b, geldt:

i,
(o,o,,.;,o,bi,o,.,.) = bi(O,,.,,O,e,O,,o.) = b.x (i=0,14.04 k).

k
Dus (b sbse e sb

0 k
= S = + ces .
k,o,o,..,.) b ¥ +b,x b, X b, *+b.x + + b, X

Hiermee is-de stelling bewezen. .

Opmerking. In de bovengenoemde definitie van x is vooropgesteld dat

R een eenheidselement bezit, Als R een willekeurige ring is, niet nood-
zakelijk met eenheidselement, kan men R inbedden in een ring R" met
eenheidselement. Hierbij is R = {(ryn) | r € B, n € Z}. Optelling en

vermenigvuldiging in R* zijn gedefinieerd door

(a,n) + (b,m) = (atb,n+m),

(a,n)(bym) = (ab+ma+nb,nm).

De additieve groep van R" is het direkte product ven R en Z (blz.7),
(0,1) is het eenheidselement van R*, Als we (r,0) met r idenrificeren,
kan R beschouwd worden als een deelring van R*. Het gevolg is dat men
de veeltermring R[x], zoals gedefinieerd is in definities 16.1 en 16.2,
kan inbedden in de ring R*[x]. Dan is R[x] een deelring van R*[x] en
ieder element van R[x] heeft de vorm

n .
+ + s e 0 i L] { ]
&y * a,x +ax,a €R (stelling 16.8),

ondanks het feit dat x geen element van R[x] hoeft te zijn.

Er geldt: x ¢ R[x] dan en slechts dan als R een eenheidselement heeft.

Voorbeeld.

We beschouwen de ring ZIxl, Z de ring van de gehele getallen.

In deze ring vormen de veeltermen, deelbaar door x, een ideasl: het
hoofdideaal (x).

Stel f(x), g(x) € zlx]1 en f(x) g(x) € (x). Dan is x | f(x)g(x), dus

x | £f(x) of x |g(x) zodat f(x) € (x) of g(x) € (x). Hieruit volgt dat
(x) een priemideaal is (def.15.4). Een andere manier om dit in te zien
is via de afbeelding ¢ : Z[x] » Z, die gedefinieerd is door ¢ (f(x)) =

= £(0) voor iedere f(x) e Z[x]. Men toont gemekkelijk aan dat ¢ een
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homomorfie en surjectief is. Dus ZEX]/kern ¢ =2 (fundam.homomorfie-st.).

Hierin is kern ¢ = {f(x) | £(0) = 0}, d.w.z. de veeltermen in Z[x] met

Z[X] / (X)

constente = 0 of kern ¢ = (x), dus =7, 7 is integriteits~-

Z[X] / (X)

gebied, dus is integriteitsgebied. Dan volgt dat (x) priem-
ideaal is (st.15.6).

Beschouw nu 't ideaal (x,2) = {xf(x) + 2g(x) | £(x), glx) e 2[x1}.
Iedere veelterm uit (x,2) heeft even constante term en omgekeerd be-
hoort iedere veelterm met even constante tot (x,2). Het is duidelijk
dat (x) ¢ (x,2), maar 2 ¢ (x) en 2 € (x,2), dus (x) < (x,2).

We tonen aan dat (x,2) een maximaal ideaal is.

Men heeft (x,2) # z[x], want 1 ¢ (x,2). De afbeelding ¢ : 2Z[x] - Eé met
£(x)w F(0) is een surjectieve homomorfie van Z[x] op de ring van rest-

klassen mod.2, ¢ voegt aan een veelterm f£(x) e Z[x] toe: O resp. 1,

voor: f(x) heeft even constante resp. oneven constante. Kern ¢ = (x,2),
dus Zl:X]/ (x,2) = Eé (st.13.10). Nu is Eé een lichaam (st.14.7), dus

(x,2) is maximaal ideaal in Z[x] (st.,15.3).

Omdat in Z[x] het priemideaal (x) niet maximaal is, is Z[x] geen hoofd-
ideaalring op grond van stelling 15.8. -

Men kan bewijzen:

F is een lichaam. Dan is Flx] een hoofdideaalring.

We gaan hier niet verder op in.






